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1. அறிமுகம் 
(Introduction ) 


1.1 . இயற்கணிதத்தைக் கொண்டு வடிவ கணிதத் தேற்றங் 
களை நிறுவும் ஒரு முறையே ஆயத் தொலை வடிவ கணிதமாகும் . 
தம்முள் செங்குத்தாக வெட்டிக் கொள்ளும் இரு கோடுகள் 
தளத்தை நான்கு பகுதிகளாகப் பிரிக்கும் . ஒவ்வொரு பகுதியும் 
ஒரு காற்பகுதி ( quadrant) எனப்படும் . X0X , YOY என்பவை 
தம்முள் செங்குத்தாக வெட்டிக்கொள்ளும் கோடுகள் எனக் கொள் 
வோம் . XOY , YOX , X" 0Y , Y OX எனும் பகுதிகள் முறையே 
முதலாம் , இரண்டாம் , மூன்றாம் , நான்காம் காற்பகுதிகள் எனப் 
படும் . 


12. அச்சுத் தூரங்கள் ( Coordinates ) 

X0X எனும் கோடு * ஆயமெனவும் , YOY எனும் கோடு 
y ஆயமெனவும் கூறப்படுகின்றன . இவை இரண்டும் சந்திக்கும் 
புள்ளி 0 ஆதி ( origin ) எனப்படும் . 


y 


H 


I 


N 


P 


x ! 


O 


M 


X 


II 


Y 


y 


படம் 1 .. 


ஆதியிலிருந்து x ஆயத்திற்கு இணையாக அளக்கப்படும் ஒரு 
புள்ளியின் தொலை x ஆயத்தொலை என்றும் , அவ்வாறே y 
ஆயத்திற்கு இணையாக அளக்கப்படும் 

அதன் தொலை y 
ஆயத்தொலை என்றும் அழைக்கப்படுகின்றன . 


பகுமுறை வடிவ கணிதம் 


தளத்தில் P என்ற யாதேனும் ஒரு புள்ளியை எடுத்துக் 
கொள்வோம் . P புள்ளியிலிருந்து x ஆயத்திற்குச் செங்குத்தாக 
PM என்ற கோட்டையும் , Y ஆயத்திற்குச் செங்குத்தாக PN 
என்ற கோட்டையும் வரையவும் . OM , MP என்ற அளவுகளை 
நாம் அறிந்தால் P என்ற புள்ளியின் நிலையைத் தளத்தில் குறிக்க 
லாம் . OM, MP என்ற இரண்டு அளவுகளும் முறையே P என்ற 
புள்ளியின் x ஆயத்தொலையும் , y ஆயத்தொலையுமாகும் . 
முறையைப் பிரெஞ்சு நாட்டுக் கணித மேதை ரெனே தெக்கார்டி 
( Rene Descartes ) ( 1586-1650 ) என்பவர் முதலில் கையாண்ட 
தால் இவை செவ்வகக் கார்டிசியன் ஆயத் தொலைகள் ( Rectangular 
Cartesian Coordinates) எனப்படுகின்றன . OM = x , 
எனில் , P புள்ளியின் அச்சுத் தூரங்கள் அல்லது ஆயத்தொலைகள் 
-சுருக்கமாக (x , y ) எனக் குறிப்பிடப்படுகின்றன . 

ஆதியின் 
ஆயத்தொலைகள் (0 , 0 ) ஆகும் . 


MP = y 


y ஆயத்திற்கு வலப்புறமாக அளக்கப்படும் x ஆயத்தொலை 
கள் நேர்மதிப்பும் ( positive value ) , இடப்புறமாக அளக்கப்படுபவை 
எதிர் மதிப்பும் ( negative value ) கொண்டிருக்கும் . இவ்வாறே X 
-ஆயத்திற்கு மேற்புறமாக அளக்கப்படும் y ஆயத் தொலைகள் 
நேர்மதிப்பும் , கீழ்ப்புறமாக அளக்கப்படுபவை எதிர் மதிப்பும் 
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( + , + ) 


X 


X ! 


( + , - ) 
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y ll 


Iy 


படம் 2 . 


கொண்டிருக்கும் . எனவே , முதற் காற்பகுதியிலுள்ள புள்ளிகளின் 
இரண்டு ஆயத்தொலைகளும் நேர்மதிப்புடையனவாகவும் , மூன்றாம் 
காற்பகுதியிலுள்ள புள்ளிகளின் 

ஆயத் தொலைகள் எதிர் 
மதிப்புடையனவாகவும் இருக்கும் . இரண்டாம் காற்பகுதியில் x 
ஆயத்தொலை எதிர்மதிப்பும், y ஆயத்தொலை நேர் மதிப்பும் 
கொண்டவை . நான்காம் காற்பகுதியில் x ஆயத்தொலை நேர் 
மதிப்பும் , ) ஆயத்தொலை எதிர் மதிப்பும் கொண்டிருக்கும் . 


அறிமுகம் 


3 


மாதிரி 1 : A ( 3 , 4 ) , B ( -- 3 , 2 ) , C ( -2 , -3 ) , D ( 2 , -3 ) 
என்ற புள்ளிகளை ஒரு தாளில் குறிக்கவும் . 


y 


A { 3,4 ) 

1 


B (-3,2 ) 


- 


--- 


c - 2,3 ) 


D - 273 ) 


படம் 3 . 


0x- ன் மீது 3 அலகு தூரம் குறித்துப் பின் 0Y- க்கு இணை 
யாக 4 அலகு தூரம் அளந்தால் 1 ( 3,4 ) புள்ளியையும் , 

0X - ன் மீது 3 அலகு தூரம் குறித்துப் பின் 0Y- க்கு இணை 
யாக 2 அலகு தூரம் அளந்தால் B ( -3 , 2 ) புள்ளியையும் , 

0X - ன்மீது 2 அலகு தூரம் குறித்துப் பின் 0Y க்கு இணை 
யாக 3 அலகு தூரம் அளந்தால் C ( - 2 , – 3 ) புள்ளியையும் , 

0X- ன்மீது 2 அலகு தூரம் குறித்துப் பின் 0Y - க்கு இணை 
யாக 3 அலகு தூரத்தையும் அளந்தால் D ( 2 , - 3 ) புள்ளியையும் 
பெறலாம் . 


13. இரு புள்ளிகளுக்கிடையேயுள்ள தூரம் 


A ( x ,y ) 


B 


4 


(1,9 ) 


N 


M 


படம் 4 . 


4 


பகுமுறை வடிவ கணிதம் 


கொடுக்கப்பட்டுள்ள இரு புள்ளிகள் A , B எனவும் , அவை 
களின் ஆயத்தொலைகள் முறையே (x1 , y1 ) , (xy , y , ) எனவும் 
கொள்வோம் . x ஆயத்திற்குச் செங்குத்தாக AM, BN என்றபற 
இரு செங்குத்துக் கோடுகள் வரையவும் . B, C- ஐ இணைக்கவும் . 

OM = x1 , 0.V = xg , MA == y1 , NB = ) , 
BC = NM = OM - ON = x ] - x, 

AC = AM - CM = AM – BN = y1 -y , 
செங்கோண முக்கோணம் ABC- யில் , 

AB2 = BC2 + AC2 
. AB2 = ( x - x ) * + ( y1 - y:) : 


கிளை : 0 (0 , 0 ) , A (x1 , } 1 ) ஆதலால் , 

0A2 = x + y12 . 


பயிற்சி 1.1 . 
பின் வரும் புள்ளிகளுக்கிடையேயுள்ள தூரத்தைக் காண்க : 

1. ( 5,8 ) , ( 4,5 ) 
2. ( 3,1 ) , ( -2,2 ) 
3. ( -7,2 ) , { 3 , -4) 
4. ( -3 , -5 ) , ( -6 , -3 ) 
5. ( a cos 9 , a sin 9), ( a cos 9 , a sins ) 
6. (at 12 , 2aty ) , (at , , 2at , ) 

7. ( 2,1 ) , ( 5,4 ) , ( 4,7 ) , ( 1,4 ) என்ற புள்ளிகள் ஓர் இணை 
கரத்தின் உச்சிகள் என நிறுவுக . 

8. ( a , a ) , ( -a, -a) , ( -a3, av 3 ) என்ற புள்ளிகள் ஒரு 
சமபக்க முக்கோணத்தின் உச்சிகள் என நிறுவுக . 

9. ( 1,7 ) , ( 8,6 ) , ( 7 , --1 ) என்ற புள்ளிகளுக்குச் சமதூரத் 
திலுள்ள புள்ளியைக் காண்க . 


விடைகள் 


1. 110 . 


2 . 


26 . 


3 . 


136 . 


4. 113 . 


5. 2a sin | 


( °E " ) 


6. a(11) 


1 , ) 1 ( 1 + 12 )2 + 4 , 


9. ( 4 , 4 


5 


அறிமுகம் 


44. ( x + y ) , ( xy , yx ) என்ற புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் கோட்டை 

F : 10 விகிதத்தில் பிரிக்கும் புள்ளியின் ஆயத் தொலைகள் . 


n 


- 


TN ) 


A 


P 


0 


M 


L 


N 


படம் 5 . 


A [ x ] , y1 ) , B (xy , 1 , ) கொடுக்கப்பட்டுள்ள இரு புள்ளிகள் 
எனக் கொள்வோம் . AB என்ற கோட்டை உட்புறம் IN : 1 
விகிதத்தில் பிரிக்கும் புள்ளி C( x , y ) எனில் , 

AC 
CB 


m 
--- + 


- 


X ஆயத்திற்குச் செங்குத்தாக AM , BN, CL என்ற கோடு 
களையும் , CL , BN என்பவைகளுக்குச் செங்குத்தாக AP , CQ 
என்ற கோடுகளையும் வரைக . 

AP ML = OL - OM = x -- x1 
CQ = LN ON OL 

= : 9 
CP CL - PL CL 

-- AM = 1 -Y1 
BQ BN QN 

CL = }2 - y. 
AACP , A BCO இரண்டும் வடிவொத்தவை . 


X 


-- 


- 


= BN 


. 


AP 
co 


- X1 


--- 


( அ - து ) 


- 


1 


WX , + nx | 

in + n 


- 


. 


n ( x ) - x ). 

x1 ) ( அ - து ) x = 
CP 
மேலும் , 
BQ 

ys -y 
m(ys 

y ) = nty - y ) 
(அ - து ) 

my2 + ny1 ) 

m T 1 


- 


. 


6 


பகுமுறை வடிவ கணிதம் 


எனவே AB என்ற கோட்டை : m : n விகிதத்தில் உட்புற 
மாகப் பிரிக்கும் புள்ளி C- யின் ஆயத்தொலைகள் , 

mx9 + hx1 IMys + ny ) 
m + n 

1 + 1 


) 


இவ்வாறே AB கோட்டைப் புள்ளி C வெளிப்புறம் m : n 
விகிதத்தில் பிரிக்கு மெனின் , C- யின் ஆயத்தொலைகள் 


MX3 -- 2.X 

: 
111 - }} | 


my , 

111 - 12 


என நிறுவலாம் . 


சேர்க்கும் 


கிளை : (xy , yx ) , ( xy , y , ) என்ற புள்ளிகளைச் 
கோட்டின் நடுப் புள்ளியின் ஆயத்தொலைகள் , 


X1 + x3 


y1_ +y 2 


2 


மாதிரி 2 : ( 1 , 4 ) , ( 3 , 6 ) என்ற புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் 
கோட்டினை 4 : 1 விகிதத்தில் உள்ளும் புறமும் பிரிக்கும் புள்ளி 
களின் ஆயத்தொலைகள் காண்க . 


4 


( 1 


A ( 1,4 ) 


B ( 3,6 ) 


படம் 6 . 


A ( 1 , 4 ) , B (3 , 6 ) என்ற புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் கோட்டினை 
4 : 1 விகிதத்தில் உட்புறம் C- யும் , வெளிப்புறம் C - ம் பிரிக்கின்றன 
எனக் கொள்வோம் . 


C- யின் ஆயத்தொலைகள் 

4 ( 3 ) + 1 ( 1 ) 

4 + 1 


13 


28 


46 ) + 1 ( 4 ) 

4 + 1 


( -யின் ஆயத் தொலைகள் 


13 ) 
5 


28 
5 


அறிமுகம் 


11 


C -ன் ஆயத் தொலைகள் 

4 ( 3 ) - 1 { 1 ) 

4 - 1 

4 ( 6 ) 1 ( 4 ) 
} = 

4 - 1 


3 


20 
3 


C - ன் ஆயத் தொலைகள் 


( # , 2 ). 


என்ற 


மாதிரி 3 : A ( -3 , 4 ) , B ( 1 , -2 ) 

புள்ளிகளைச் 
சேர்க்கும் கோட்டை . முச்சமக் கூறிடும் புள்ளிகளின் 
தொலைகளைக் சுசண்க . 


( 1 


A (-3,4 ) 


B. ( I , -2 ) 


படம் 7 . 


A B என்ற கோட்டை C, D புள்ளிகள் முச்சமக் கூறிடுகின்றன 
எனில் AC = CD = DB . ( அ - து ) AB கோட்டை C உட்புறம் 
1 : 2 விகிதத்தில் பிரிக்கிறது . மேலும் CB- யின் நடுப்புள்ளி D ” 
ஆகும் . 





( - யின் ஆயத் தொலைகள் 

1 ( 1 ) --- 2 --3 ) 

1 + 2 


5 . 


1 {-2 ) + 2 ( 4 ) 


D- யின் ஆயத் தொலைகள் 


- 5 
3 
2 


| 


3 


) 


2 + ( -2 ) 

2 


0 


. 


எனவே AB கோட்டை முச்சமக் கூறிடும் புள்ளிகளின் ஆயத் 
தொலைகள் C 

2 

0 


பகுமுறை வடிவ கணிதம் 


மாதிரி 4 : (x1 , y1 ) , ( xg , } s ) , (xp , y3 ) புள்ளிகளை 
களாகக் கொண்ட முக்கோணத்தின் மையக் கோட்டுச் சந்தி 
{ Centroid ) காண்க . 


A ( x , y) 


G 


B ( x242 ) 


D 


c (xy33 ) 


படம் 8 . 


A { x1 , y1 ) . B ( x ,, 19) , C ( xg , yg ) எனக் கொள்வோம் . 
BC- யின் நடுப்புள்ளி D எனில் அதன் ஆயத் தொலைகள் 


X1 + x, 


y ] + 

2 


ஆகும் . மையக் கோட்டுச் சந்தி G மையக் கோடு AD- யின் மீது 
அமையும் . மேலும் G , மையக் கோட்டை 2 : 1 விகிதத்தில் 
பிரிக்கும் . 


( அ - து ) AG : GD = 2 : 1 


G- யின் ஆயத் தொலைகள் 


X1 + x2 


2 


2 ) 


+ 1.xs 


2 + 1 


_X1 + X2 + xy 

3 


+ 1.ys 


2 + 1 


Y1 + 19 + ys 

3 


எனவே , மையக் கோட்டுச் சந்தி 


X1 + X2 + xs 

3 


+ y : 


ஆகும் . 


அறிமுகம் 

9 
மரிதிரி 5 : (x1 , y1 ) , ( x , y , ) , (xg , yg ) புள்ளிகளை உச்சி 
களாகக் கொண்ட முக்கோணத்தின் உள் வட்டமையம் ( Incentre ) 
காண்க . 


A ( x ,y ) 


B ( x , y ) 


C ( x , y ) 


படம் 9 . 


A [ x ] , } 1 ) , B (xg , y ), C ( xy , y3 ) எனக் கொள்வோம் . 


கோணம் A- யின் உள்ளிரு சமவெட்டி BC- ஐ D- யில் வெட்டு 


கிறது . 


AB 


C 





BD 
DC 


= 


( ! ) [ AB = c , BC = d , CA == 5 ] 


ACT 


எனவே , D-யின் ஆயத்தொலைகள் ( xs + bxg , cys + by : 

c + b 

( + b 
முக்கோணத்தின் உள் வட்டமையம் I, AD- யின் மீதமையும் . 


c + 5 


BD + DC 
( 1 )-லிருந்து 

BD 


b + C 


BC 
BD 


( அ - து ) 


-- 


C 


C 


c 


BD = 


BC = 


Ic 
b + c 


BI என்ற கோடு - B- யின் உள்ளிரு சமவெட்டியாதலின் , 


( 


AI 
D 


b + C 


AB 
BD 


ac 


b + ( 


( அ - து ) AD- ஐ 1 புள்ளி b + c : ( விகிதத்தில் பிரிக்கிறது . 


10 


பகுமுறை வடிவ கணிதம் 





1.யின் ஆயத்தொலைகள் , 

cxg + bx | 
{ b + c ) 

b + c 
b + c + a 


+ a ( xy ) 


ax + bx , + cxs 
a + b + c 


cys + by , 


{ b + c ) 


2) 


+ a ( y ) 


= 


b + c 
b + c + a 


ay1 + byz + cys 
[ + b + 


எனவே உள்வட்ட மையத்தின் ஆயத்தொலைகள் 

( ax + bx2 + exs ay1 + by2 + cy s 
I 
4 + b + c ) 

a + 1 + 


பயிற்சி 1.2 . 


1. A ( 0 , - 2 ) , B ( 5 , 1 ) , C ( 10 , 4 ) என்ற புள்ளிகள் ஒரே 

நேர்க்கோட்டிலமையும் என நிறுவுக , 


2 . 


A ( 1 , - 2 ) , B ( 3. 2) , C ( 6 , 3 ) என்ற புள்ளிகள் ஒரே 
நேர்க்கோட்டில் அமையும் என நிறுவி AB : BC காண்க . 


3. ( 1 , - 3 ) , ( - 3 , 9 ) புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் கோட்டை 

உள்ளும் புறமும் 1 : 3 விகிதத்தில் பிரிக்கும் புள்ளிகள் 
யாவை ? 


4. A ( 2 , 4 ) , B ( - 4 , 6 ) , C ( 6 , 0 ) புள்ளிகளை உச்சி 
களாகக் கொண்ட முக்கோணத்தில் BC- யின் 

தடுப் 
புள்ளி D எனில் , AD-ஐ உள்ளும் புறமும் 2 : 1 விகிதத் 
தில் பிரிக்கும் புள்ளிகளைக் காண்க . 


5. ( - 5 , 12 ) , ( 9 , - 2 ) புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் கோட்டின் 
நடுப்புள்ளி ( -8, - 5 ) , { 7 , 10 ) 

என்ற புள்ளிகளைச் 
சேர்க்கும் கோட்டை முச் சமக் கூறிடும் என நிறுவுக . 


6. ( 2, 1 ), ( 5 , 4 ), ( 1 , 4 ) என்ற புள்ளிகள் ஓர் இணை 

கரத்தின் மூன்று உச்சிகளெனில் ( 2, 1 ) புள்ளிக்கு எதிரிலி 
ருக்கும் 

ன்காவது உச்சி யாது ? 


நான் 


7 . 


பின் வரும் புள்ளிகளாலமையும் 

முக்கோணங்களின் 
மையக்கோட்டுச் சந்தியைக் காண்க . 


அறிமுகம் 


( i ) ( 3 , - 4 ) , ( -2 , 5 ) , ( 5 , 2 ) 
( ii ) ( -3, 6 ) , ( 5 , 2 ) , ( 1 , - 5 ) 

(iii ) ( 8 , 4 ) , ( 2 , -2 ) , ( 7 , 0 ) 
8 . ஒரு முக்கோணத்தின் இரு முனைகள் ( 7 , 2 ) , ( 1 , 6 ) . 

அதன் மையக் கோட்டுச் சந்தி ( 4 , 6 ) எனில் மூன்றா 

வது முனையைக் காண்க . 
9 . ஒரு முக்கோணத்தின் இரு முனைகள் ( 3 .-- 1 ) , ( - 2 , 3 ) . 

அதன் மையக் கோட்டுச் சந்தி ஆதி ( origin ) எனில் 

மூன்றாவது முனையைக் காண்க 
10. ஒரு முக்கோணத்தின் மூன்று பக்கங்களின் நடுப் புள்ளி 

கள் ( 6. - 1 ) , ( - 1 , - 2 ) , ( 1 , - 3 ) எனில் அதன் 

மையக் கோட்டுச் சந்தியைக் காண்க . 
11 . ஒரு முக்கோணத்தின் மூன்று பக்கங்களின் நடுப் புள்ளீ 

கள் ( 6 , - 1 ) , ( -1 , - 2 ) , ( 1 , -3 ) எனில் அதன் 

மையக் கோட்டுச் சந்தியைக் காண்க . 
12. ABCD என்ற நாற்கரத்தின் அடுத்தடுத்த 

( -- 1 , - 2 ) , ( 2 , 1 ) , ( 3 , 4 ) , { 1 , 2 ) எனில் BD மூலை 
விட்டத்தை ( diagonal ) AC மூலை விட்டம் பிரிக்கும் 

விகிதம் காண்க . 
13 , ( 1 , --3 ) , ( -1 , - 5 ) புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் கோட்டை 

( 7 , 3 ) என்ற புள்ளி பிரிக்கும் விகிதம் யாது ? 


முனைகள் 


14 . ஒரு முக்கோணத்தில் யாதேனும் இரு பக்கங்களின் 

நடுப் புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் கோடு மூன்றாம் பக்கத்தின் 

பாதிக்குச் சமம் என நிறுவுக. 
15. (2 , 3) , ( -15 . 1 ) புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் கோட்டை 

> ஆயம் பிரிக்கும் விகிதம் யாது ? 


விடைகள் 


10 


33 


2 : 3 . 


( " 


( -2 , - 9 ) . 4. ( 1 , 3 ) ;: 


7 


10 

6. ( 4 , 7 ) . 
3 

7 . 
3 

( i } ( 2 , 1 ) ; ( ii ) ( 1 , 1 ) ; 
( iii ) ( 5 , -2 ) . 8. ( 4 , 10 ) . 9. ( -1 , - 2 ) . 10. ( 2 , - 2 ) . 
13. வெளியே 3 : 4 . 15. 2 : 5 . 


பகுமுறை வடிவ கணிதம் 


15. முக்கோணத்தின் பரப்பு 


c ( x39 , ) 


y 


( 


( 1.y ) 


( x192 ) 


M 


L 


N 


படம் 10 . 


முக்கோணத்தின் 


A ( x1 , ys ) , B {x ,, y ? ) , C ( xg , ys ) 
"மூன்று உச்சிகள் எனக் கொள்வோம் . 


x ஆயத்திற்குச் செங்குத்தாக AM, BN , CL என்ற கோடுகள் 
வரையவும் . 


ML = OL - OM = x3 – x1 ; AM = Y1 
IN = ON - OL 
MN = ON – OM = x , - x ] ; BN = ya 


CL = ys 


4 


ACLM 


ABC-யின் பரப்பு = சரிவகம் ( trapezium ) 
+ சரிவகம் BCLN - சரிவகம் ABNM . 


A ABC = 1 ( AM + CL ) ML + } ( CL + BN ) LN 

-1 (AM + BN) MN 
1 [ {v1 +ys ) ( xs - x ) + ( ya + yz) ( x - xg ) 

-- ( v2 + y ) {x9 - x ] ) } 


இதனைச் சுருக்கின் , 
LABC = 1 [ x1 (y , – yg ) + x ; {ys - ya ) + xs ( y : -y :)] . 


சிளை 1 : ( 0 , 0 ) , ( x1 , yx ) , ( x , y , ) என்ற புள்ளிகளால் 
அமையும் முக்கோணத்தின் பரப்பு 1 [xyz - x , y ] . 


கிளை 2 : | யாதேனும் 

மூன்று 

புள்ளிகளாலமையும் 
முக்கோணத்தின் பரப்புப் பூச்சியம் ( zero ) எனின் அம் மூன்று 
புள்ளிகளும் ஒரே நேர்க்கோட்டிலமையும் . 


அறிமுகம் 


13 


குறிப்பு : முக்கோணம் ABC- யைச் சுற்றி வரும்போது முக் 
கோணம் இடப்புறமாக இருக்குமாறு A , B , C புள்ளிகளைக் குறித். 
தால் முக்கோணத்தின் பரப்பு நேர் மதிப்புக் கொண்டிருக்கும் . 


மாதிரி 6 : ( 1 , 1 ) , ( 4 , - 71 , ( 6 , - 2 ) புள்ளிகளால் அமை 
யும் முக்கோணத்தின் பரப்பு யாது ? 


x = 1 ; x = 4 ; xy = 6 
y = 1 ; yz = -7 ; } s = - 2 . 


A = 1 [ x1 ( y , -- y3 ) + xg (ys – y1 ) + xg (y1 - ya ) ] 

1 { 1 ( -7 + 2 ) +4 ( -- 2 -- 1 ) +6 ( 1 + 7 ) ] 
1 [ - 5 - 12 + 48 ] = 31 . 


முக்கோணத்தின் பரப்பு 
units ) . 

) . 


-1 சதுர அலகுகள் ( square 


பயிற்சி 1.3 . 
1. பின் வரும் புள்ளிகளால் அமையும் முக்கோணத்தின் பரப் 
பைக் காண்க . 

( i ) ( 2 , 3 ) ; ( 3 , -- 1 ) ; ( - 4 , 2 ) 
( ii ) ( 3 , 5 ) ; ( 9 , 3 ) ; ( 5 , 2 ) 
( iii ) ( - 2 , 3 ) ; ( -7 , 5 ) ; ( 3 , - 5 ) . 


பின் வரும் 
காண்க . 


புள்ளிகளாலமையும் 


நாற்கரத்தின் பரப்பைக் 


( i ) ( 1 , 2 ) , ( 2 , - 3 ) , ( -- 1 , - 5 ) , ( -- 2 , 4 ) 
(ii ) ( - 4 , 2 ) . ( 3 , - 5 ) , ( 8 , -- 2 ), ( 1 , 7 ) 
( iii ) ( -3 , - 3 ) , ( 1. - 2 ) , ( 2 , 2 ) , { – 2 , 3 ). 


3. பின் வரும் புள்ளிகள் ஒரே நேர்க் கோட்டிலமையும் 
என 
நிறுவுக . 

(i ) ( 1 , 4 ) , ( 3 , 2 ) , ( -- 3 , 16 ) 
( ii ) ( 4 , 2 ) , ( 7 , 5 ), ( 9 , 7 ) 
(iii ) ( 2,5 ) , ( 4 , 6 ) , ( 8 , 8 ) . 


4. ( 1 , 8 ) , ( 3 , 0 ) , (a , - 4 ) என்ற புள்ளிகள் ஒரே நேர்க் 

கோட்டிலமையும் எனில் 3 - யின் மதிப்பு என்ன ? 


பகுமுறை வடிவ கணிதம் 


விடைகள் 


1. ( i ) 25 ; ( ii) 7 ; ( iii ) 15 . 
2. (i) 21 ; (ii ) 112 ; ( iii ) 20 , 
4. 4 . 


16. நியமப்பாதை ( அ - து ) இயங்கு வழி ( Locus ) 

ஒரு புள்ளி ஒன்று அல்லது ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட விதிகளுக் 
கிணங்க இயங்குமாயின் அப் புள்ளியின் பாதை நியமப்பாதை 
அல்லது இயங்கு வழி எனப்படும் . 


எடுத்துக்காட்டாக , Q , R என்ற இரு நிலைத்த புள்ளிகளி 
லிருந்து ( fixed points ) எப்பொழுதும் சம தூரத்திலிருக்குமாறு 
P என்ற புள்ளி இயங்குமாயின் , அப் புள்ளியின் இயங்கு வழி 
நிலைத்த புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் கோட்டிற்கு மைய்க் கோடாக 
அமையும் . அதாவது , இந்தக் கோட்டின் மீதுள்ள எந்த ஒரு 
புள்ளியும் நிலைத்த புள்ளிகளிலிருந்து சம தூரத்திலிருக்கும் . 
இங்கு இயங்கு வழி ஒரு நேர்க் கோடாகும் . 


மேலும் , 0 என்ற நிலைத்த புள்ளியிலிருந்து எப்பொழுதும் 
சம தூரத்திலிருக்குமாறு நகரும் P என்ற புள்ளியின் இயங்கு வழி 
ஒரு வட்டமாகும் . இவ் வட்டத்தின் மீதுள்ள எந்த ஒரு புள்ளியும் 
நிலைத்த புள்ளி 0 - விலிருந்து சம தூரத்திலிருக்கும் . நிலைத்த 
புள்ளி வட்டத்தின் மையம் . நிலையான தூரம் அவ் வட்டத்தின் 
ஆரமாகும் . 


ஒரு குறிப்பிட்ட விதிப்படி இயங்கும் புள்ளியின் இயங்கு 
வழியை ஒரு சமன்பாட்டின் மூலம் தெரிவிக்கலாம் . எடுத்துக் 
காட்டாக ( 1 , 2 ) , ( 3 , 4 ) புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் கோட்டின் 
மீதுள்ள யாதேனும் ஒரு புள்ளி P ( x , y) எனின் , இம் மூன்று புள்ளி 
-களாலும் அமையும் முக்கோணத்தின் பரப்புப் பூச்சியமாகும் . 
எனவே , 3 [ x ( 2 - 4 ) + ! ( 4 - y ) + 3 ( y 

2 ) ] = 0 . 
இதைச் சுருக்கின் x - y + ! = 0 என்றாகும். இச் சமன்பாடு 
அக் கோட்டின் மீதுள்ள எந்த ஒரு புள்ளியின் ஆயத் தொலை 
களுக்கும் பொருந்தும் . இதுவே அக் கோட்டின் சமன்பாடு எனப் 
படும். பொதுப்படையாகப் பல புள்ளிகள் ஒரு விதிப்படி இயங்கின் 
அவை ஓர் இயங்கு வழியில் அமைகின்றன . இப் புள்ளிகள் 
அனைத்தும் பொருந்தியும் , மற்றப் புள்ளிகள் பொருத்தமின்றியும் 
காணப்படும் சமன்பாடுதான் இப் புள்ளிகளின் இயங்கு வழி 
எனப்படும் . 
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அறிமுகம் 


மாதிரி 7 : ( 1 , 2 ) என்ற நிலைத்த பள்ளியிலிருந்து எப் 
பொழுதும் 

தூரத்திலிருக்குமாறு நகரும் புள்ளியின் 
இயங்கு வழிக் காண்க , 


5 அலகு 


நிலைத்த புள்ளி C ( 1 , 2 ) , 
கொள்வோம் . 


நகரும் புள்ளி P (x, y) எனக் 


. 


CPs = ( x - 1 ) * + (y - 2 ) ? 


ஆனால் , CP2 = 52 = 25 , 


ஃ (x - 1 ) 3 + ( y - 2 ) 2 = 25 

x2 + y2 - 2x - 4y - 20 = 0 


எனவே P(x , ; ) புள்ளியின் இயங்கு வழி , 

x + y2 - 2x - 4y - 20 = 0 . 


மாதிரி 8 : A ( 1 , 2 ) , B ( 3 , 4 ) புள்ளிகளிலிருந்து சம தூரத்தி 
இருக்குமாறு நகரும் புள்ளியின் இயங்கு வழி என்ன ? 


கொடுக்கப்பட்டுள்ள விதிக்கிணங்க நகரும் புள்ளி P ( x , y) 
எனக் கொள் வோம் . 


PA2 = 

1 ) * + ( y - 2 ) 
PB2 = (x - 3 } 2 + { y - 4 ) 2 . 


விதிப்படி PA = PB PA2 = PB2 

(x- 1 ) 2 + ( y - 2) 2 = ( x – 3 ) 2 + (y- 4 ) 2 
x2 + y : – 2x – 4y + 5 = x2 + y : - 6x - 8y + 25 
4x + 4y - 20 = 0 


(அ -து ) x + y - 5 = 0 . 


P ( x , y) புள்ளியின் இயங்கு வழி x + y -- 5 = 0 . 


மாதிரி 9 : ( 2 , 0) , ( - 2.0 ) என்ற புள்ளிகளிலிருந்து 4 : 3 
விகித தூாத்தில் நகரும் புள்ளியின் இயங்கு வழிக் காண்க . 


கொடுக்கப்பட்டுள்ள கட்டுப்பாட்டிற்கிணங்க நகரும் புள்ளி 
P (x, y) எனக் கொள்வோம் . 
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A ( 2 , 0 ) , B ( - 2 , 0 ) எனில் 
PA ? = ( x - 2) 2 + y = x2 + ye - 4x + 4 
PB2 = (x + 2) : + y = x2 + y : + 4x + 4 


கட்டுப்பாடு 


PA 
PB 


PAL 
PB2 


16 
9 


3 


* 


x2 + y: 

4x + 4 
x + y 2 + 4x + 4 


16 
3 


( அ - து ) 18x2 + 16y + 84x + 64 = 9x2 + 9y2 - 36x - 36 


7x2 + 7y2 + 100x + 28 
எனவே P ( x, y)- யின் இயங்கு வழி 7x2 + 7y + ! 00x + 28 = 0 . 


பயிற்சி 1.4 . 


1. ( 2 , 3 ) , ( 4 , 5 ) புள்ளிகளிலிருந்து சம தூரத்திலியங்கும் 

புள்ளியின் இயங்கு வழி என்ன ? 
2. ஆதியிலிருந்து தனக்குள்ள தூரம் ( 2 , 2 ) என்ற புள்ளி 

யிலிருந்து தனக்குள்ள தூரத்தை விட இரு மடங்கு . 
இருக்குமாறு நகரும் புள்ளியின் இயங்கு வழி என்ன ? 


3. ஒரு 


புள்ளியின் 

) ஆயத் தொலை அதன் x ஆயத் 
தொலையை விட 

மடங்கெனில் 

அப் புள்ளியின் 
இயங்கு வழி என்ன ? 


4. ( 1 , - 1 ) புள்ளியிலிருந்து எப்பொழுதும் 

3 அலகு 
தூரத்திலியங்கும் புள்ளியின் இயங்கு வழிக் காண்க . 
5. ( 2 , 3 ) , { -- 3 , 4 ) என்ற புள்ளிகளுடன் P (x , y ) புள்ளி 

அமைக்கும் முக்கோணத்தின் பரப்பு 8.5 எனில் P-யின் 
இயங்கு வழிக் காண்க . 


6. ( 2 , 2 ) , ( -2 , -2 ) புள்ளிகளிலிருந்து P ( x , y ) புள்ளியின் 

தூரங்களின் வர்க்கங்களின் கூட்டுத் தொகை 48 எனில் 
P-யின் இயங்கு வழிக் காண்க . 


7. (a, 0 ), ( -a, 0 ) புள்ளிகளிலிருந்து P [x , y ) புள்ளியின் 
தூரங்களின் 

வர்க்கங்கள் தம் கூட்டுத் தொகை 4a 
எனில் P- யின் இயங்கு வழி என்ன ? 
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அறிமுகம் 


8. ஆயங்களுக்கும் தனக்குமுள்ள தூரங்களின் வர்க்கங் 

களின் கூட்டுத் தொகை 9 ஆக இருக்குமாறு நகரும் 

புள்ளியின் இயங்கு வழிக் காண்க . 
9. ( ae , 0 ) , ( -ae , 0 ) புள்ளிகளிலிருந்து P ( x . y) - யின் தூரங் 
கள்தம் கூட்டுத் தொகை 2a எனில் P-யின் இயங்கு வழி 

= 1 என நிறுவுக [ b " = a ( 1 -e ) ] . 


விடைகள் 
1. x + y - 7 = 0 . 2. 3x + 3y - 16x -- 18y + 32 = 0 . 

3. y = 2x . 4. x+ y *-2x+ 2y - 7 = 0 . 5. x + 5y 
-34 = 0 . 6. x + y = 16. 7 , x + y = a , 
8. x2 + y = 9 . 


ப.வ. - 2 


2. நேர்க்கோடு 
( The Straight Line ) 


2 • 1 . x ஆயத்திற்கிணையான நேர்க்கோடு 

* ஆயத்திற்கிணையாக CL என்ற ஒரு நேர்க்கோடு X ஆயத்தி 
லிருந்து k அலகு தூரத்தில் வரையவும் . அக்கோட்டின் மீது 
P ( x , y ) யாதேனும் ஒரு புள்ளி எனின் அப்புள்ளியின் y ஆயத் 


y 


P ( x , y ) 

T 


O 


படம் 11 . 


தொலை k ஆகும் . ( அ - து ) y = k . இஃது அக்கோட்டின் மீதமைந் 
துள்ள ஒவ்வொரு புள்ளிக்கும் பொருந்தும் . 


எனவே y = k என்பது x ஆயத்திற்கு இணையாகச் செல்லும் 
நேர்க்கோட்டின் சமன்பாடாகும் . இதில் காணப்படாதது 
குறிப்பிடத்தக்கது . 
- கிளை : X ஆயத்தின் சமன்பாஈடு y = 0 . 


2.2 . y ஆயத்திற்சிணையான நேர்க்கோடு 

y ஆயத்திற்கிணையாக AM என்ற ஒரு நேர்க்கோடு y ஆயத் 
திலிருந்து ( அலகு தூரத்தில் வரையவும் . அக்கோட்டின்மீது 
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P (x , }) யாதேனும் ஒரு புள்ளி எனின் அப்புள்ளியின் x ஆயத் 
தொலை C ஆகும் . ( அ - து ) x = c. இஃது அக்கோட்டின் மீதுள்ள 
ஒவ்வொரு புள்ளிக்கும் பொருந்தும் , 


M 


y 


P ( x , 9 ) 


A 


O 


படம் 12 . 


எனவே y ஆயத்திற்கிணையாக ( அலகு தூரத்திலுள்ள ஒரு 
நேர்க்கோட்டின் சமன்பாடு x = c ஆகும் . இச்சமன்பாட்டில் 
y காணப்படாதது குறிப்பிடத்தக்கது . 


கிளை : 


p ஆயத்தின் சமன்பாடு x = 0 ஆகும் . 


மாதிரி 1 : x ஆயத்திலிருந்து 6 அலகு தூரத்தில் அதற் 
கிணையாக உள்ள நேர்க்கோட்டின் சமன்பாடு x == 6 ( அ - து ) 
x - 6 = 0 ஆகும் . 


x ஆயத்திலிருந்து -5 அலகு தூரத்தில் அதற்கிணையாக 
உள்ள நேர்க்கோட்டின் சமன்பாடு x = -- 5 ( அ - து ) x + 5 = 0 
ஆகும் . 


y ஆயத்திலிருந்து 7 அலகு தூரத்தில் அதற்கு இணையாகச் 
செல்லும் நேர்க்கோட்டின் சமன்பாடு y = 7 ( அ- து ) y - 7 = 0 
ஆகும் . 


y ஆயத்திலிருந்து - 4 அலகு தூரத்தில் அதற்கிணையாகச் 
செல்லும் நேர்க்கோட்டின் சமன்பாடு y = - 4 ( அ- து ) y + 4 = 0 
ஆகும் . 


2.3 , நேர்க்கோட்டின் சரிவு ( Gradient or Slope ) 

PQ என்ற நேர்க்கோடு x ஆயத்தை P- யில் வெட்டுகிறது 
எனக்கொள்வோம் . PX என்ற கோட்டை P- யில் ஆரம்பித்து இடஞ் 
சுழியாகச்சுழற்றி ( anticlockwise ) PO என்ற நிலைக்குக் கொண்டு 
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பகுமுறை வடிவ கணிதம் 


வரவும் . PX கோட்டைச் சுழற்றிய கோணம் ( எனக்கொள்வோம் . 
மேலே கொடுக்கப்பட்டுள்ள படங்களிலிருந்து 9 கோணம் 0 ’ - க்கு 
மேல் 180 ° -க்குள் உள்பட்டதாயிருக்கும் அறிகிறோம் . 


என 


--- 


Y 


y 


a 


e 


e 


X 


XI 


P 


- 


. 


y 


படம் 19 . 


( அ - து ) ஒரு நேர்க்கோடு X ஆயத்தை எப்படி வெட்டினாலும் அக் 
கோடு X ஆயத்துடன் ஏற்படுத்தும் கோணம் 0 °-க்கு மேல் 
180 °-க்குள் ஏதோ ஒரு மதிப்புடையதாயிருக்கும் . 


taa ) என்பது தேர்க் கோட்டின் சாய்வு வீதம் அல்லது சரிவு 
எனப்படும் . அதை 1 எனக் குறிப்பிடுவது 

மரபு . ( அ-து ) 
im = tan g . 9 குறுங்கோண மெனின் சரிவு m நேர் மதிப்பும் , 
விரிகோண மெனின் எதிர் மதிப்பும் கொண்டிருக்கும் . 


நேர்க்கோடு 
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இணையாகச் செல்லும் கோடுகள் X ஆயத்துடன் ஏற்படுத்தும் 
கோணம் சமமாதலால் அவைகளின் சரிவுகள் சமமாக இருக்கும் . 
( அ- து ) சரிவுகள் சமமெனின் அக் கோடுகள் இணை கோடு 
களாகும் . 


x ஆயம் , அதற்கு இணையாகச் செல்லும் கோடுகள் யாவற் 
றிற்கும் சரிவு பூச்சியம் ( : tan 0 = 0 ] . 


y ஆயம் , அதற்கு இணையாகச் செல்லும் கோடுகள் யாவற் 
றிற்கும் சரிவு கந்தழிய கும் ( tan 90 = e ) . 


24. வெட்டுத்துண்டு ( Intercept ) 

ஒரு நேர்க்கோடு x ஆயத்தை A புள்ளியிலும் , y ஆயத்தை 
B புள்ளியிலும் வெட்டுகிறது எனக் கொள்வோம் . 0 ஆதி எனில் 
0A; OB என்பவை முறையே x- வெட்டுத் துண்டு ( x - intercept ) , 
) -வெட்டுத்துண்டு ( y - intercept ) எனப்படுகின்றன . வெட்டுத் 
துண்டுகள் நேர் மதிப்புடையனவாகவோ , எதிர் மதிப்புடையன 
வாகவோ இருக்கும் . 


2.5 . நேர்க்கோடுகளின் சமன்பாடுகள் 

ஒரு நேர்க்கோட்டைத் தீர்மானிக்க இரு கட்டுப்பாடுகள் 
போதுமானவையும் , தேவையானவையுமாகும் . 


2.6 . வெட்டுத் துண்டு சரிவு வடிவம் ( Intercept- Slope Form ) 

ஒரு நேர்க்கோட்டின் சரிவும் , 3 ஆயத்தில் அஃது ஏற்படுத் 
தும் வெட்டுத்துண்டும் கொடுக்கப்படின் அக்கோட்டின் சமன் 
பாடு காணல் . 


கொடுக்கப்பட்டுள்ள சரிவு m = tan 9 எனவும் , அக்கோடு y 
ஆயத்தில் ஏற்படுத்தும் வெட்டுத்துண்டு c எனவும் கொள்வோம் . 


y 


( Ae 


N 


O 


M 


X 


படம் 14 . 
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பசமுறை வடிவ கணிதம் 


y ஆயத்தின்மீது OC = c அளவிற்கு ( என்ற புள்ளியைக் 
குறித்து C வழியாக x ஆயத்துடன் 9 கோணத்தில் சாய்ந்துள்ள 
CL என்ற கோடு வரையவும் . CL என்ற கோட்டின் சமன்பாடு 
காண அக் கோட்டின்மீது P { x.y ) என்ற யாதேனும் ஒரு புள்ளி 
யைக் குறிக்கவும் . 3 ஆயத்திற்குச் செங்குத்தாக PM என்ற 
கோடும் , PM- க்குச் செங்குத்தாக CN என்ற கோடும் வரையவும் . 


L PCN = 9 ( ஒத்த கோணம் ) 
OM = x , MP =y 


CN = OM = x; NP = MP - MN = MP - 0C = 1 - c ; 
CPN என்ற செங்கோண முக்கோணத்தில் 


tan 9 = 


NP 
CN 


. ] = x tall 9 + C 


( அ - து ) y = mx + c. 

111 = tan 9 ) 
இத்தொடர்பு அக்கோட்டின் மீதுள்ள ஒவ்வொரு புள்ளிக்கும் 
பொருந்தும் . எனவே அக்கோட்டின் சமன்பாடு } == max + C. 


கிளை : 


ஆதிவழிச் செல்லும் கோட்டின் சமன்பாடு y = mx 
c = 01 


ஆகும் . [ : 


மாதிரி 2 ; x ஆயத்துடன் -60 ° சாய்ந்துள்ள ஒரு நேர்க் 
கோடு 

Y ஆயத்தில் ஏற்படுத்தும் வெட்டுத்துண்டின் அளவு 
--7 எனில் அக்கோட்டின் சமன்பாடு யாது ? 


MS 


கோட்டின் சரிவு m = tan ( -60 ) = - tan 60 
y வெட்டுத்துண்டு c = - 7 


எனவே , கோட்டின் சமன்பாடு y = ( --13) x + ( -7 ) 

( அ - து ) ( 3 x + y + 7 = 0 


2-7 . வெட்டுத் துண்டு வடிவம் ( Intercept Form ) 

நேர்க்கோடு இரண்டு ஆயங்களிலும் ஏற்படுத்தும் வெட்டுத் 
துண்டுகள் கொடுக்கப்பட்டிருக்கும்போது அக்கோட்டின் சமன் 
பாடு காணல் , 
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ஒரு நேர்க்கோடு x , y ஆயங்களில் ஏற்படுத்தும் வெட்டுத் 
துண்டுகளின் நீளங்கள் முறையே a, b எனக் கொள்வோம் . 
நேர்க்கோடு ஆயங்களை A , B என்ற புள்ளிகளில் வெட்டினால் 
OA = a , OB = b ஆகும் . 


P ( Y ; y ) 


N 


M 


படம் 15 . 


AB என்ற கோட்டின் சமன்பாடு காண , P (x . y ) அதன் 
மீதுள்ள யாதேனும் 

எனக்கொள்வோம் . 0P- ஐ 
இணைக்கவும் . ஆயங்களுக்குச் - செங்குத்தாக PM , PN என்ற 
கோடுகள் வரைக , 


ஒரு புள்ளி 


AOAP + 1 (OPB = LOAB 
* 10A.MP +- - 0B.NP = 10A.OB 

} ay + z box = } ab 
( அ - து ) ay + bx = al 


இருபக்கமும் ab ஆல் வகுக்க . 


+ 


1 


h 


( அ - து ) 


+ 


= 1 என்றாகும் . 


இத்தொடர்பு அக்கோட்டின் மீதுள்ள ஒவ்வொரு புள்ளிக்கும் 
பொருந்தும் . எனவே AB என்ற நேர்க்கோட்டின் சமன்பாடு 





( 


6 


மாதிரி 3 : ஒரு நோக்கோடு ஆயங்களில் 

ஏற்படுத்தும் 
வெட்டுத்துண்டுகள் --5 , 6 எனில் அக்கோட்டின் சமன்பாடு 
காண்க . 
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x- வெட்டுத்துண்டு a = - 5 
y- வெட்டுத்துண்டு b = 6 


+ 


1 


எனவே அக்கோட்டின் சமன்பாடு 


6 


( அ - து) 6x - 5y + 30 = 0 . 


மாதிரி 4 : இரண்டு ஆயங்களுக்குமிடைப்பட்டுக் கிடக்கும் 
பகுதியின் நடுப்புள்ளி ( xxyz ) எனில் அக்கோட்டின் சமன்பாடு 
காண்க . 


ஆயங்களுக்கிடைப்பட்டுக் கிடக்கும் பகுதி AB எனவும் , 
அதன் நடுப்புள்ளி P (xy ) எனவும் கொள்வோம் . 


B 


P ( I ,y ) 


படம் 16 . 


OA = 4 , 

OB = b எனில் A , B- யின் ஆயத் தொலைகள் 
{a , 0 ) , (0 , 6 ) ஆகும் . 


a +0 





( அ - து ) 


a = 2x1 


0 + b 
1 = 

2 


(அ - து ) b = 2y1 


X 


எனவே கோட்டின் சமன்பாடு 


+ 


4 


b 


( அ - து ) 


+ 


1 


2x1 | 


2y1 


மாதிரி 5 : ஒரு நேர்க்கோடு P ( -4 , 3 ) புள்ளி வழிச் செல் 
கிறது . இரண்டு ஆயங்களுக்குமிடைப்பட்டு நிற்கும் அக்கோட்டின் 


நேர்க்கோடு 
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பிரிக்குமெனின் 


அக் 


பகுதியை P புள்ளி 5 : 3 விகிதத்தில் 
கோட்டின் சமன்பாடு காண்க . 


u 


* } 
கோட்டின் சமன்பாடு -- 

1 எனக் கொள்வோம் . 

b 
அக்கோடு ஆயங்களை (a , 0 ) , ( 0 , b ) புள்ளிகளில் சந்திக்கும் . 
(a , 0 ) . ( 0 , b ) புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் பகுதியை P (-4 , 3 ) புள்ளி 
5 : 3 விகிதத்தில் பிரிக்கிறது . 
5 ( 0 ) + 3( a ) 3a 

-32 
-- 4 = 

( அ - து ) 
5 + 3 

3 
5 ( b ) + 3 ( 0 ) 55 

24 ) 
3 - 
5 - 3 

( அ - து ) b = 
8 

51 


எனவே கோட்டின் சமன்பாடு 


X 


y 
+ 

24 


33 


( அ.து ) 


+ 


5y 
24 


1 


8 


( அ - து ) 9x 20y --- 98 = 0 . 
28. செங்குத்து வடிவம் (Normal Form ) 

ஆதியிலிருந்து கோட்டிற்கு வரையப்படும் செங்குத்துக் 
கோட்டின் நீளமும் , அச் செங்குத்துக் கோடு x ஆயத்துடன் பிறப் 
பிக்கும் கோணமும் கொடுக்கப்பட்டுள்ளனவெனில் அக் கோட்டின் 
சமன்பாடு காணல் . 


.B 


M 


P ( x , y ) 


O 


N 


படம் 17 . 


ஒரு நேர்க்கோடு ஆயங்களை A , B புள்ளிகளில் வெட்டுகிறது 
-எனக் கொள்வோம் . AB-க்குச் செங்குத்தாக OM என்ற கோடு 
-வரையவும் . 
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பகுமுறை வடிவ கணிதம் 


OM = P, 


கொடுக்கப்பட்டுள்ளவை 

LXOM = d எனக் 
கொள்வோம் . p , d இவைகளைச் சார்ந்து AB என்ற கோட்டிற்குச் 
சமன்பாடு காணல் வேண்டும் . 


AB கோட்டின் மீது P (x , y ) யாதேனும் ஒரு புள்ளி எனக் 
கொள்க . OX- க்குச் செங்குத்தாக PN என்ற கோடும் , OM- க்குச் 
செங்குத்தாக NL என்ற கோடும் வரைக . P- யிலிருந்து LN- க்குச் 
செங்குத்தாக PR என்ற கோடு வரையவும் . 


LRNP = 90 - LRNO = LNOL = d . 
செங்கோண முக்கோணம் ONL- லில் OL = ON cos ( 1 ) 
செங்கோண முக்கோணம் RNP- யில் RP = NP sin od 
. LM = RP = NF sind 

( 2) 
OM = OL + LM 


p = ON cos & + NP sin d = x cos d + y sin d 
எனவே AB- யின் சமன்பாடு 

x cos c + ) sin c = p . 


பிறிதொரு முறை 


B 


M 


. 


X 


படம் 18 . 


AB என்ற நேர்க்கோடு 

X , y ஆயங்களில் ஏற்படுத்தும் 
வெட்டுத் துண்டுகள் முறையே 04 , 0B ஆகும் . 
செங்கோண முக்கோணம் OMA- யில் 0A = OM sec of 
செங்கோண முக்கோணம் 0MB-யில் OB = OM sec ( 90 - 

= OM cosec d. 
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கோடு AB- யின் சமன்பாடு 


x 

+ 
OA 


1 
ОВ 


( வெட்டுத்துண்டு வடிவம் ) 


1 
OM cosec 


+ 
OM seca 


1 


sin s = 1 


cos - 
OM | 


OM 


AB- யின் சமன்பாடு x cos A + y sin cd = p . ( OM = pj 


குறிப்பு : AB என்ற கோட்டின் எல்லா நிலைகளுக்கும் ) நேர் 
மதிப்புடையதாகும் . மேலும் கோணம் , x ஆயத்திலிருந்து 
இடஞ் சுழியாக அளக்கப்படுகிறது . இதன் மதிப்பு 0 °-க்கு மேல் 
360 ° -க்கு உட்பட்டதாயிருக்கும் . 


சமன் 


2-8-1 . Ax + By + C = () வடி விலுள்ள கோட்டின் 

பட்டைச் செங்குத்து வடிவில் எழுதுதல் . 


நேர்க் கோட்டின் பொது வடிவம் , 

Ax + By + C = ) என்போம் . 


நேர்க் கோட்டின் செங்குத்து வடிவம் , 

x cos // + y sin ad- p = 0 . 


A 


B 
sia 


{ = K என்க ) 


cos a 


B 


Cos o 


, sin { = 
K 


எனவே 


B2 
+ 

KE 


cos " d + sin- c ! = 1 


K = A2 + B { அ - து ) K = = | A : + B * 
K- யின் மதிப்பை ( 2 )-இல் பிரதியிட 
AAL 

B 
COS d . 

sin a 
+ AfA + B 

-E { A | Be | 
C 
-P = 

= VA + B2 


28) 

பகுமுறை வடிவ கணிதம் 
எனவே x cos d + y sin d -p = 0 
A B 

C 
x + y + 

0 
+ VA + B + VA + B2 

+ B 
என்றாகும் . 





Ax + By + C = 0.த்தின் செங்குத்து வடிவம் 


B 
* VA + B 


C 
= VA + B 


+ A + B 


குறிப்பு : ( < 0 எனில் / A : + B2 நேர் மதிப்பும் , C > 0 
எனில் VA + B * எதிர் மதிப்பும் பெற வேண்டும் . C = 0 எனில் 
B- யின் குறியை ( A : + B- கொண்டிருக்கும் . 


மாதிரி 6. x + 3y - 8 = 0 சமன்பாட்டைச் செங்குத்து 
வடிவில் எழுதி , அது குறிக்கும் கோட்டிற்கு ஆதியிலிருந்து 
வரையும் செங்குத்துக் கோட்டின் நீளம் காண்க . 


x + I3y - 6 = 0 - த்தின் 


X | 


6 


செங்குத்து வடிவம் 


13y 
V1 + 3 


V1 


V1 + 3 


ஆகும் . 


( அ - து ) - 


1 


3 
2 

] - 3 = ) 


1 


13 


cos = 


, 


sind = 


எனவே செங்குத்துக் கோட்டின் நீளம் 3 . 


2-9 . புள்ளி- சரிவு வடிவம் ( Point- Slope Form ) 

கோட்டின் சரிவும், அதன் மீதுள்ள ஒரு புள்ளியும் கொடுக்கப் 
பட்டிருப்பின் கோட்டின் சமன்பாடு காணல் . 


கொடுக்கப்பட்டுள்ள புள்ளி A (x1 , ) ) எனவும் , சரிவு 
m = tan ) எனவும் கொள்வோம் . கோடு AB எனவும் , P { x , y ) 
அதன் மீதுள்ள யாதேனும் ஒரு புள்ளி எனவும் கொள்வோம் . 


நேர்க்கோடு 


29 . 


Y , 


P { 1,92 


A ( xry ) 


HIG 


N 


அ 


X 


. 


L 


படம் 19 . 


0X- க்குச் செங்குத்தாக AL , PN என்ற கோடுகளும் , 
PM- க்குச் செங்குத்தாக AN என்ற கோடும் வரையவும் . 

LNAP = LXBP = 9 
AN = LM = OM --OL = x – x1 
PN = MP - MN = MP - LA = y -- y1 


செங்கோண முக்கோணம் ANP- யில் , 

PN } -11 
tan ) 

ANI 


-Y 
( அ - து ) hit = 

X -- X1 


இஃது அக் கோட்டின் மீதுள்ள ஒவ்வொரு புள்ளிக்கும் 
பொருந்தும் . எனவே , AB என்ற நேர்க்கோட்டின் சமன்பாடு , 

} – } 1 = m ( x - x1 ) . 


பிறிதொரு முறை 

கோட்டின் சரிவு m ஆதலால் , அதன் சமன்பாடு y = mx + c 
ஆகும் . 
இக்கோடு ( x1 , J1 ) வழிச் செல்வதால் 

I = PIX ] -|- C 
. 

c = 31 - HXT 


எனவே கோட்டின் சமன்பாடு , 

y = mx + (yi - mx1 ) 
( அ - து ) y - y1 = 171 (x - x1 ) 


-30 
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2.10 . இரு புள்ளி வடிவம் { Two- Point Form ) கோட்டிலுள்ள 

இரு புள்ளிகள் கொடுக்கப்பட்டிருப்பின் அக்கோட்டின் 
சமன்பாடு காணல் . 


கொடுக்கப்பட்டுள்ள புள்ளிகள் A {x } , yj ) , B (x ,, y , ) எனக் 
கொண்டு AB கோட்டின் சமன்பாடு காண்போம் . AB- யின் சரிவு 
n ! எனக் கொள்வோம் . 
A வழிச்செல்லும் கோட்டின் சமன்பாடு 

- ) 1 = m ( x - x ) 
அக்கோடு B ( x,, 18 ) வழிச் செல்வதால் 

Y2 -y ! = m { x , -x ) 

12-11 Y1 - y2 
12 – x1 X1 - X 


" . 


--மின் மதிப்பைச் சமன்பாடு ( 1 )-இல் பிரதியிடின் 

11 - y2| 

( x - x ) 

X1-9 
எனவே AB கோட்டின் சமன்பாடு 


1– Y2 ( x- x ]) 


1 - y = 


( அ - து ) 

I - 11 x - x1 ) 

-2 X1 - x . 
குறிப்பு : ( x1 > y1 ) , ( x2 , } , ) என்ற புள்ளிகள் வழிச்செல்லும் 
நேர்க்கோட்டின் சரிவு 1-2 


2.11 . சமச்சீர் வடிவம் ( Symmetric Form ) 

பத்தி 2.9 - இல் A { x1 ) 1 ) புள்ளி வழிச் செல்லும் கோட்டின் 
சரிவு 11 = tan 9 எனில் அதன் சமன்பாடு y - y1 = m ( x - x ) 
எனக் கண்டோம் . 

படம் 19- இல் (பத்தி 2 • 9] , AP = r எனில் 
AN = r cos 9, NP = r sin a 
( அ . து ) x - x1 = r cos 9 , y- y1 = r sin a 

x - x y - y1 | 
cos ) sino 


- 


நேர்க்கோடு 


31 


சமன்பாட்டின் இவ் வடிவம் சமச்சீர் வடிவம் எனப்படும் . 


0 சாய்வுடன் A (x1 , y ) என்ற 

புள்ளி வழிச் செல்லும் 
கோட்டின் மீதுள்ள யாதேனும் ஒரு புள்ளிக்கு A- யிலிருந்து உள்ள 
தூரம் " ஆகும் . 


மாதிரி 7 : A ( 4 , 1 ) புள்ளி வழிச் செல்லும் கோடு x ஆயத் 
துடன் பிறப்பிக்கும் கோணம் 135 ° . அக் கோடு 3x - y = 0 
என்ற கோட்டை B- யில் வெட்டினால் AB- யின் நீளத்தைக் 
காண்க , 


AB-யின் நீளம் " எனக் கொள்க . 


A (4 , 1 ) வழிச் செல்லும் கோட்டின் சமன்பாடு 

x - 4 

] -1 
cos 135 sin 195 


= r 


x - 4 


( அ - து ) 


} - 1 

1 
+ 

12 


2 


T 


* 


x = 4 - 


V2 


12 


எனவே B- யின் ஆயத்தொலைகள் 


1 + 72 ) 


புள்ளி B, 3x - y = 0 கோட்டின் மீதுள்ளதால் 


> ( 4--2 )- (1 +2 ) = 0 


+ 11 = 0 


12 


* 


+ 11 2 

4 


எனவே AB- யின் நீளம் 


1112 


2 • 12 . நேர்க்கோட்டின் பொதுச் சமன்பாடு ( Standard Equation ) 

Ax + By + C = 0 என்ற சமன்பாடு எப்பொழுதும் ஒரு 
நேர்க்கோட்டைக் குறிக்கும் . 
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Ax + By + C = 0 குறிக்கும் நியமப்பாதையில் ( Locus ) 
(x1 , V1 ) . ( x ,, 12 ) . ( xs , yg ) என்பவை எவையேனும் மூன்று 
புள்ளிகள் எனக் கொள்வோம் . 





Ax1 + By + C = 0 
Ax, + By , + C = 0 
Ax3 + By3 + C = 0 


இச் சமன்பாடுகளை முறையே ( 19 -ys ) , ( y3 - y ) , ( y : -yz ) என் 
பவையால் பெருக்கிப் பின் கூட்டினால் 


A [ x ( y2 - ys ) + x , (ys -- ) 1 ) + x3 (11 - ys) ] = 0 ஆகும் . 


A +0 . :: x ( ys - ys ) + x , (ys - y1 ) + xs (11 - y , ) = 0 . 
(x1 > y1 ) , ( x2 , y2 ), (xg , y g ) என்ற புள்ளிகளை உச்சிகளாகக் 
கொண்ட முக்கோணத்தின் பரப்புப் பூச்சியமாகும் . 


எனவே , அம் மூன்று புள்ளிகளும் ஒரே நேர்க்கோட்டில் 
அமைந்துள்ளன . (அ - து ) Ax + By + C = 0 குறிக்கும் நியமப் 
பாதையின் மீதுள்ள யாதேனும் மூன்று புள்ளிகள் ஒரே நேர்க் 
கோட்டிலமையும் . 


* Ax + By + C = 0 எப்பொழுதும் ஒரு நேர்க்கோட்டைக் 
குறிக்கும் . 


2-13 . Ax + By + C = 0 கோட்டிற்கு P ( xt , y1 ) புள்ளியிலிருந்து 

வரையும் செங்குத்துக் கோட்டின் நீளம் . 


R 


S 


e 


P ( x ,y ) 


M 


x 


படம் 20 . 


நோக்கோடு 


Ax + By + C = 0 குறிக்கும் கோடு AB எனவும் , P ( x , y ) 
வழி AB- க்கு இணையாகச் செல்லும் கோடு QR எனவும் கொள் 
வோம் . 


AB-க்குச் செங்குத்தாக ஆதியிலிருந்து வரையும் கோடு 
AB- ஐ M-மிலும் , QR- ஐ S- சிலும் வெட்டுகிறது எனக் கொள்க . 


Os = p , OM = p , 


LXOM = ! என்போம் . 





AB- யின் சமன்பாடு x cos { + y sin ok - p = 0 ஆனால் 
AB- யின் சமன்பாடு , Ax + By + C = 0 , 


cosa sind 
p 

1 
A B 

C = \ A2 + Be 
A 

B 
cos d = 

sind 
* NA2 + B 

- A2 + B2 


* 


= E NA + B " 


மேலும் Q R- ரின் சமன்பாடு x cos ot +ysin cd -p = 0 . இது 
P ( x1 + y ) வழிச் செல்வதால் X1 cos c + } | sin d -p = 0 , 


. p = X1 cos ol + y sin d 

P- யிலிருந்து Ax + By + C = 0 கோட்டிற்கு வரையப்பட்ட 
செங்குத்துக் கோட்டின் நீளம் d எனின் , 
d = OS - OM = p - p 
= xl cos c + ] 1 sin d - p 
Axy1 

C 
+ 

+ 
ENA2 + B2 

+ A2 + B2 


By1 
+ VA2 + B ? 


| 


எனவே , (x1 , 1 ) புள்ளியிலிருந்து Ax + By + C = 0 
கோட்டிற்கு வரையப்படும் செங்குத்துக் கோட்டின் நீளம் , 
Ax1 + By + C 

ஆகும் . 
+ f A2 + B2 


கோட்டிற்கு 


கிளை : ஆதியிலிருந்து Ax + By + C = 0 

C 
உள்ள தூரம் 

+ VA * -+ Be 
பு . க . -3 
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குறிப்பு : ஆதியும் , ( x | - Y1 ) புள்ளியும் கோட்டிற்கு எதிர் 
பக்கங்களிலிருப்பின் d நேர் மதிப்பும் , கோட்டிற்கு ஒரே பக்கத்தி 
லிருந்தால் எதிர் மதிப்பும் கொண்டிருக்கும் . ஆதியிலிருந்து வரை 
யப்படும் செங்குத்துக் கோட்டின் நீளம் நேர் மதிப்புடையது . 


மாதிரி 8 : ( -3 , -4 ) புள்ளியிலிருந்து 3x + 4y - 10 = 0 
கோட்டிற்கு வரையப்படும் செங்குத்துக் கோட்டின் நீளம் காண்க . 


நீளம் d = 


3 ( -3) + 4 ( -4 ) -10 

+ 132 + 4 


35 

= -7 
51 


. 


செங்குத்துக் கோட்டின் நீளம் 7 


d < 0 ஆதலால் 

ஆதியும் , ( -3 , - 4 ) புள்ளியும் நேர் 
கோட்டிற்கு ஒரே பக்கத்திலுள்ளது . 


மாதிரி 9 : ( 2 , 3 ) புள்ளியிலிருந்து 5x - 12y + 3 = 0 
கோட்டிற்கு வரையப்படும் செங்குத்துக் கோட்டின் நீளம் காண்க , 


நீளம் d = 


23 


5 { 2 ) -12 ( 3 ) + 3 

- 152 + 12 : 


-23 
-13 


செங்குத்துக் கோட்டின் நீளம் = 


13 


d > 0 ஆதலால் ஆதியும் ( 2 , 3 ) புள்ளியும் கோட்டின் 
எதிர் பக்கங்களிலிருக்கும் . 


பயிற்சி 2.1 . 
1. Y ஆயத்தில் 4 அலகு வெட்டுத்துண்டு ஏற்படுத்தும் ஒரு 

நேர்க்கோடு x ஆயத்துடன் பிறப்பிக்கும் கோணம் -60 ° 

எனில் அக்கோட்டின் சமன்பாடு காண்க . 
2. y ஆயத்தில் -8 அலகு வெட்டுத்துண்டு ஏற்படுத்தும் 

ஒரு கோடு x ஆயத்துடன் பிறப்பிக்கும் கோணம் 135° 

எனில் அக்கோட்டின் சமன்பாடு காண்க . 
3. பின்வரும் கோடுகளின் சரிவையும் , y வெட்டுத்துண்டு 

களையும் காண்க : 
( i ) 3x + 2y - 9 = 0 ( ii ) 3x + 6y - 7 = 0 
( iii ) 8x - 2-3 = 0 ( iv ) 6x = 7y + 12 


நேர்க்கோடு 


35 


4 , y = 


5. ஒரு 


4 , y = 13 x + 3 கோடுகள் x ஆயத் 
VS 
துடன் பிறப்பிக்கும் கேரணங்களைக் காண்க . இக்கோடு 
களுக் கிடைப்பட்ட கோணம் யாது ? 

நேர்க்கோடு ஆயங்களில் ஏற்படுத்தும் 
வெட்டுத்துண்டுகள் முறையே 3 , 4 எனில் அக்கோட்டின் 
சமன்பாடு காண்க . 
ஒரு கோடு 

ஆயங்களில் ஏற்படுத்தும் வெட்டுத் 
துண்டுகள் 5 ,-4 எனில் அக்கோட்டின் சமன்பாடு 
என்ன ? 


7. ( 1 , -6 ) புள்ளி வழிச் செல்லும் ஒரு நேர்க்கோடு ஆயங் 

களில் ஏற்படுத்தும் வெட்டுத்துண்டுகளின் பெருக்குத் 
தொகை 8 எனின் அக்கோட்டின் சமன்பாடு காண்க . 
ஒரு கோடு X ஆயத்தை A புள்ளியிலும் , y ஆயத்தை 
B புள்ளியிலும் வெட்டுகிறது . AB- யின் நடுப்புள்ளி 

( -2 , -4 ) எனின் அக்கோட்டின் சமன்பாடு காண்க . 
9. இரண்டு ஆயங்களுக்கிடையேயுள்ள ஒரு நேர்க் 

கோட்டின் பகுதியை ( 4 , - 3 ) புள்ளி 4 : 5 விகிதத்தில் 

பிரித்தால் அக்கோட்டின் சமன்பாடு காண்க . 
10. ஒரு கோட்டிற்கு ஆதியிலிருந்து வரையும் செங்குத்துக் 

கோட்டின் நீளம் p . செங்குத்துக்கோடு x ஆயத்துடன் 
பிறப்பிக்கும் கோணம் - எனில் , பின் வரும் கோடுகளின் 
சமன்பாடுகளைக் காண்க . 
( i) p = 2 , { = 45 ° 

( ii) p = 3 , 4 = 150 ° 
21. பின்வரும் சமன்பாடுகளைச் செங்குத்து வடிவில் எழுதி 

p, காண்க . 
( i) x + y - 12 = 0 
( ii) x + y - 212 = 0 
( iii ) / 3x - y + 6 = 0 . 


12 . 


2x + ky - 5 = 0 என்ற கோடு ( 1 , 1 ) புள்ளி வழிச் 
செல்லின் k- யின் மதிப்புக் காண்க . 
( -4 , -3) புள்ளி வழிச் செல்லும் கோட்டின் சரிவு 2 
எனில் அக்கோட்டின் சமன்பாடு காண்க . 


13 . 
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14. A ( -2 , 5), B ( 3 , -4 ) , C ( 7 , 10 ) எனின் A ABC-யின் 

பக்கங்கள் , மையக்கோடுகள் ஆகியவைகள் தம் சமன் 
பாடுகளைக் காண்க , 


15. கீழ்க்கண்ட புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் கோட்டின் சமன் 
பாட்டையும் , சரிவையும் காண்க . 

( i ) ( 0 , 0 ) , ( 5 , 3 ) ; ( ii) ( 6 , 0 ) , ( 0 , 4 ) ; 
( ii ) ( -5 , 2) , ( -4 , 2) . 


18 . 


x cos & + y sind - P = 0 என்ற கோடு ஆயங்களை 
A , B புள்ளிகளில் வெட்டினால் , AB- யின் நடுப்புள்ளி யின் 
இயங்கு வழிக் காண்க . ( p ஒரு மாறிலி ). 


17 . 


3x - 2y + 7 = 0 கோட்டிற்கு இணையாக { 1 , 2 ) புள்ளி 
வழிச் செல்லும் கோட்டின் சமன்பாடு காண்க . 


18 . 


2x - 3y + 3 = 0 கோடு . P ( t + 1 , 1 ) புள்ளி வழிச் 
சென்றால் , -யின் மதிப்புக் காண்க . P.யின் ஆயத் 
தொலைகள் யாவை ? 


19 . 


( 1 , -3 ) . ( -1 , -5 ) புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் கோட்டை 
( 7 , 3 ) புள்ளி பிரிக்கும் விகிதம் என்ன ? 


20. ( -3 , 1 ) புள்ளியிலிருந்து 3x - 4 ) -2 = 0 கோட்டிற்கு 

வரையப்படும் செங்குத்துக் கோட்டின் நீளம் காண்க . 
21. ( 2 , -3 ) புள்ளியிலிருந்து 4x + 3y + 9 = 0 கோட் 

டிற்கு உள்ள தூரம் காண்க . 


22. 3x + 4y - 12 = 0 , 3x + 4y- 3 = 0 

கிடையேயுள்ள தூரம் காண்க . 


கோடுகளுக் 


23 . 


கோடுகளுக் 


3x - y + 4 = 0 , 3x - y + 2 = 0 
கிடையேயுள்ள தூரம் காண்க . 


24 . 


5x + 7y - 20 = () கோட்டிற்கு ( 2 , 3 ) , ( 1 , 2 ) புள்ளி 
களிலிருந்து உள்ள தூரங்களைக் காண்க . இருபுள்ளி 
களும் அக்கோட்டிற்கு இருபக்கங்களிலுமுள்ளன 
நிறுவுக . 


என 


25. ( 1 , -3 ) புள்ளி , 4x + 7y - 18 = 0 கோட்டிற்குக் 

கீழுள்ளது என நிறுவுக . 
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(நேர்க்கோடு 


. 


. 


; 


18x + y 


விடைகள் 

3 
1. 3x + y - 4 = 0 . 2. x + y + 8 = 0 . 3. (i) n = -- 

2 
9 

1 7 

3 
( iii ) n = 4 ; c = -- 

6 
8 

12 
{ iv ) m = 

30ு , 60 ° , 30 ° , 5 , 4x + 3y 
7 

7 - 
= 12 . 6. 4x - 5y = 20 . 7. 2x + y + 4 = 0 ; 
-- 12 = 0 . 8. 2x + y + 8 = 0 . 15x - 18y = 108 . 
10. (i) x + y = 2 / 2. ( ii) [ 3x - y + 6 = 0 . 

11. (i) p = 1 ; 
d = 45 * , 

( ii ) p = 2 ; < = 45 ° , (iii ) p = 3 ; = 150 ° . 12. 3 . 
13. 2x - y + 5 = 0 . 14. பக்கங்கள் : 9x + 5y = 7 , 7x - 2y = 29 , 
5x - 9y + 55 = 0 . மையக்கோடுகள் : 2x + 7y = 3 !, 
15x + } = 41 , 19x- | sy = 3 . 15. ( i) 3x - 5y = 0 , m = 

5 

2 
{ii ) 2x + 3y -- 12 = 0 , m 

( iii ) y - 2 = 0 , m = 0 . 


1 


16 . 


+ 


1 
2 


17 / 


Sx - 21 + 1 = 0 . 


18. 1-5 , 


pa 


8. 


22 , 


19. 3 : 4 . 20 . 


9 
5 


( 5 , 5 } . 


23 . 


10 


2.14 . 


இரு கோடுகளுக்கிடைப்பட்ட கோணம் 


P 


X 


- 


படம் 


21 . 


I = 1771X - Ci 


} = 1Plax + ( , 


( 2 ) 
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சமன்பாடுகள் குறிக்கும் கோடுகள் முறையே PA PB எனக் 
கொள்வோம் . கோடுகள் ( 1 ) , ( 2 ) x ஆயத்துடன் பிறப்பிக்கும் 
கோணம் முறையே GI , 02 எனில் , 

my = tan 91 , 11 , = tan 9 . 


அக் கோடுகளின் இடைப்பட்ட கோணம் - எனில் , 
_ BPA = r = 61-9 : 

tan Gi - tan 9 , 
tans = tan (01-02 ) = 

1 + tan Ol tan 92 

in - 17 | 
(அ -து ) tan ? 

1 + ! n ! ] my 


P = tan -1 


011-1772 
1 + m ] 0 , 


குறிப்பு : இரு கோடுகளின் இடைப்பட்ட கோணம் குறுங் 
கோணமெனின் tan - நேர் மதிப்பும் , விரி கோணமெனின் அஃது 
எதிர் மதிப்பும் கொண்டிருக்கும் . 


கிளை 1 : இவ்விரு கோடுகளும் இணைகோடுகளெனின் 
இவற்றின் இடைப்பட்ட கோணம் - = 0 , s tan = 0 . எனவே , 
m = mg . ( அ - து ) இணையாகச் செல்லும் கோடுகளின் சரிவுகள் 
சமம் . 


கிளை 2 ; இவ்விரு கோடுகளும் செங்குத்துக் 
ளெனின் இவற்றின் இடைப்பட்ட கோணம் = 90°. 


கோடுக 


tan = 4 . 


எனவே my m , = -1 . 


(அ - து ) தம்முள் செங்குத்தாக வெட்டிக்கொள்ளும் இரு 
கோடுகளின் சரிவுகள் தம் பெருக்குத் தொகை -1 ஆகும் . 


2 • 15 . azx + bxy + c = 0 , apx + by + c , = 0 
என்பவை இணையாகச் செல்லும் 

கோடுகளெனில் 
அவற்றின் சரிவுகள் சமம் . 


-4 


- 


5 . 


( அ - து } 


b, 


al 
49 


b. 


இவ்விரு கோடுகளும் செங்குத்தாக வெட்டிக்கொள்ளுமெனில் 
இவைகள் தம் சரிவுகளின் பெருக்குத் தொகை -1 . 
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நேர்க்கோடு 


* 


( ) ( )-- 


1 


( அ -து ) aia , + byh , = 0 .. 

கிளை : இரு கோடுகளின் சமன்பாட்டில் எண்ணுறுப்பு 
மட்டும் வேறுபடின் , அவை இணைகோடுகளாகும் . 

ax + by + c = 0 , ax + by + d = () 
என்பவை இரண்டு இணைகோடுகளின் சமன்பாடுகளாகும் . 


ax + thy - |- c = 0. hx - ay + d = 0 கோடுகள் ஒன்றுக் 
கொன்று செங்குத்தாக இருக்கும் . 


மாதிரி 10 : 4x - 3 } = 10 கோட்டிற்கிணையாக ( 2,3 ) புள்ளி 
வழிச் செல்லும் கோட்டின் சமன்பாடு காண்க . 


4x - 3 ) = 10 கோட்டிற்கு இணையாகச் செல்லும் கோட்டின் 
சமன்பாடு 

4x - 3 ) K ஆகும் . 


-- 


இது ( 2 , 3 ) வழிச் செல்லின் , 
4( 2 ) -3 ( 3 ) = 

= K 
K = 1 . 


எனவே கோட்டின் சமன்பாடு 

4x -- 3y + 1 = 0 . 


மாதிரி 11 : 4x-- 3 } == 10 கோட்டிற்குச் செங்குத்தாக 
( 2 , 3 ) புள்ளி வழிச் செல்லும் கோட்டின் சமன்பாடு காண்க . 


4x - 3y = 10 கோட்டிற்குச் செங்குத்தாகச் செல்லும் கோடு 

3x + 4y == K ஆகும் . 


இது ( 2 , 3 ) வழிச் செல்லின் 3 { 2 ) + 4 ( 3 ) == K 

K = 18 


என்வே கோட்டின் சமன்பாடு 3x + 4y - 18 = 0 . 


2 • 16 . இரு கோடுகள் சந்திக்கும் புள்ளி : 

ax + b + Cy O 
azx + bxy + C , = 0 


- 


( 1 ) 
( 2 ) 
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என்ற 


( xy , } 1 ) எனக் 


கோடுகள் வெட்டும் புள்ளி 
கொள்வோம் . 





இப் புள்ளி இரு கோடுகளுக்கும் பொதுவான புள்ளியாதலால் 
அக் கோடுகளின் சமன்பாடுகளுக்கும் (x1 yx ) பொருந்தும் . 

a x + b | y1 + c = 0 

agx1 + hey + c = 0 
குறுக்குப் பெருக்கல் விதிப்படி 


1 


] ] 
bics - be tide - eady abs - d ,bi 

bcs --b21 ) clas - ted 
ayb , -a , b , ab . - a ,b . 


b ) 
குறிப்பு : alb , -ash | = 0 ( அ.த ) 

எனில் அவ் 

b . 
விரு கோடுகள் வெட்டும் புள்ளி கந்தழியிலிருக்கும் . இக் கட்டுப் 
பாட்டுக்குட்பட்ட இரு கோடுகள் இணை கோடுகள் எனப் பத்தி 
2 • 15 - இல் கண்டோம் . எனவே இணை கோடுகள் கந்தழியில் 
.( Infinity ) வெட்டும் . 


2.17 . மூன்று கோடுகள் ஒரு புள்ளி வழிச் செல்லத் தேவையான 
கட்டுப்பாடு . 

ax + by + c = 0 
azx + bxy + c = 0 

( 2 ) 
agx + bay + ( s = 0 

( 3 ) 
என் பவை மூன்று கோடுகள் எனக் கொள்வோம் . 


... 


கோடுகள் ( 1 ) , ( 2 ) வெட்டும் புள்ளி , 
b1e2 - b , 

( yaz_sal 
aub , -ab ab, -a, 


* ] 


கோடு ( 3 ) இப் புள்ளி வழிச் செல்லின் 

1d9_01 

+ 
{ab , -a ,51 ) ayb , 

+ ( 3 = 0 
( அ - து) as { bic , -b + c ) + ba (c1a2 - c2ay ) 

+ ( 3 ( a by-- usba ) == 1 ) . 


(நேர்க்கோடு 


மாதிரி 12 : 2x - 3y = 7 , 3x - 4y = 13 , 8x - ky = 88 
என்ற கோடுகள் ஒரு புள்ளி வழிச் செல்லின் k- யின் மதிப்பு 
என்ன ? 


= 13 


2x - 3y 

= 7 , 3x - 4y 
என்ற கோடுகள் வெட்டும் புள்ளி ( 11 , 5 ) . 


sx -- ky = 

33 இப் புள்ளி வழிச் செல்லின் 
8 ( 11 ) -k ( 5 ) = 33 
88-33 = 5k 

k = 11 . 


2 • 18 . ayx + by + c = 0 , a , x + bey + c , 0 கோடுகள் 

வெட்டும் புள்ளி வழிச் செல்லும் கோட்டின் சமன்பாடு 
காணல் . 


(ax + bay + c ) + A (asx + bzy + ce ) 

( 1 ) 
என்ற சமன்பாட்டைக் கருதுவோம் . 

( 1 )-ஐப் பின் வருமாறு மாற்றி எழுதலாம் . 
x ( a1 + Aaz ) + y [ b ] + A b2 ) + (cy + Ac , ) 

இது Ax + By + C = 0 வடிவிலிருப்பதால் ( 1 ) ஒரு நேர்க் 
கோட்டைக் குறிக்கும் . 


மேலும் (xi yi ) என்ற புள்ளி 

a x + bay + c = 0 ; asx + bay + c = 0 
என்ற கோடுகள் வெட்டும் புள்ளி எனில் 

alx1 + by1 + cy = 0 

agx + bey1 + c2 
( ayx1 + by/ + c ) + A ( a , x + bxy + c ) = 0 


( அ - து ) ( a x + bxy + c ) + > ( azx + bzy + c , ) = 0 
என்னும் சமன்பாடு (x1V1 ) புள்ளி வழிச் செல்லும் . 


எனவே ayx + by + c ) = 0 , ayx + bey + c , = 0 கோடு 
கள் வெட்டும் புள்ளி வழிச் செல்லும் கோட்டின் சமன்பாடு , 

( ayx + bav + c ) + > ( azx + bay + c ) = 0 


இங்கு A என்பது ஒரு மாறிலியாகும் . 
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மாதிரி 13 : 9x - 4y = 7 , 12x + 5y = 13 கோடுகள் 
வெட்டும் புள்ளி வழிச் செல்லும் கோடு 2x - sy + 5 = 0 கோட் 
டிற்குச் செங்குத்தாயுள்ளதெனின் அக் கோட்டின் சமன்பாடு 
காண்க . 


3x - 4 } -7 = 0 , 


12: + 5y - 13 = 0 


கோடுகள் வெட்டும் புள்ளி வழிச் செல்லும் கோடு 

( 3x -- 4y - 7 ) + A ( 12x + 5y - 13 ) = 0 


( அ - து ) x ( 3 + 12A ) + y ( -4 + 5A ) + { - 7-13A ) = 0 . 


இக் கோட்டின் சரிவு 


3 + 12A 
57-4 


2 


- 


2x - 3y + 5 = 0 -த்தின் சரிவு 

-3 





( - 12A +,* ) (3 ) 


எனவே , 2 ( 12A + 3 ) -- 3 ( 5A --4 ) = 0 

24A + 6. - 15A + 12 = 0 
91 + 18 = 0 : A = -2 . 


இதை ( 1 ) -இல் பிரதியிடின் 

( 8x - 4 ] -7 ) - 2 ( 12x + 5y -19 ) = 0 


( அ - து ) 21x + 14y -19 = 0 . 


2:19 , இரு கோடுகளின் இடையேயுள்ள கோணத்தின் இரு சம 

வெட்டிகள் காணல் . 


இரு கோடுகள் AB, AC எனவும் , அவைகளின் சமன்பாடுகள் 
முறையே 

aux + by + c = 0 
azx + bxy + c = 0 எனவும் கொள்வோம் . 


48 . 


நேர்க்கோடு 


y 


R 


1 ? 


C 


Ol / L 


B 


M 


/ 


படம் 22 . 


AL , AM முறையே கோணம் BAC- யின் உள்ளிரு . வெளியிரு 
சம வெட்டிகளாகக் கொள்வோம் . 


சம வெட்டிகள் மீது P யாதேனும் ஒரு புள்ளி . P- யிலிருந்து 
கோடுகள் ( 1 ) , ( 2 ) மீது PQ , PR என்ற செங்குத்துக் கோடுகள் 
வரையவும் . 

APAR = APAD 

PQ = PR 


P. யின் ஆயத் தொலைகள் ( x 1 , 3 ] ) எனில் , PQ , PR என்ற கோடு . 
களின் நீளங்களின் எண் மதிப்புக்கள் 

41x1 + b 1} 1 + 1 ap 1 + bey} + ( 2 

Vai " + - 
இவைகளிரண்டும் சமம் . 


எனவே 


+ 


[ X ] + by + cy asx1 + hay1 + ._ 
ay 2 + b . * 

Vas ” + bs* 
( x1 , y 1 ) -இன் இயங்கு வழி ( அ - து ) உள்ளிரு , வெளியிரு, 
சமவெட்டிகளின் சமன்பாடு 

a x + by + c ) | aex + bxy + c , 
Va + b 2 

(12) 

+ be 


+ 
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cy , c , இரண்டும் ஒரே குறியைக் கொண்டுள்ளன எனக் 
கொள்வோம் . (இரண்டும் மாறுபட்ட குறிகளைக் ( signs) கொண்டி 
ருப்பினும் ஒரே குறியைக் கொண்டிருக்குமாறு சமன்பாடுகளை 
மாற்றி எழுதலாம் ) . 


ஆதியை உள்ளடக்கிய கோணத்தின் இரு சம வெட்டி மீது 
P புள்ளி இருப்பின் , P புள்ளியும் ஆதியும் அக் கோடுகளுக்கு ஒரே 
பக்கத்திலிருக்கும் . என வே PQ , PR இரண்டும் ஒரே குறியைக் 
கொண்டிருக்கும் . எனவே அச் சம வெட்டியின் சமன்பாடு 
ax + by+ 1 | a x + bey + ( , 

= + 
Ta * + b 

V a , + b, 


P. பிறிதொரு சம வெட்டியின் மீதிருப்பின் PQ , PR இரண்டும் 
மாறுபட்ட குறிகளைக் கொண்டிருக்கும் . எனவே அச் சமவெட் 
டியின் சமன்பாடு 

ayx + hay + ci anx + b y + c , 
Na + bi 

Ya , + b , 


மாதிரி 14 . 12x + 5y --4 = 0 , 3x + 4y + 7 = 0 என்ற 
கோடுகளின் இடையேயுள்ள கோணத்தின் இரு சமவெட்டிகள் 
காண்க . 
கோடுகள் 12x + 5y - 4 = 0 

-3x - 4y - 7 = 0 


ஆதியை உள்ளடக்கிய கோணத்தின் இரு சம வெட்டி 
12x + 5y -4 --- 3x -4y - 7 
1144 + 25 

19 + 16 
இதைச் சுருக் கின் 99x + 77y +71 = 0 என்றாகும் . 
பிறிதொரு சமவெட்டி 

12x + 5y -4 ) 3x -4y - 7 
V 144 + : 5 

9 + 16 


இதைச் சுருக்கின் 7x --9) -37 = 0 என்றாகும் . 


எனவே இரு சமவெட்டிகளின் சமன்பாடுகள் 

99x + 77y + 71 = 0 
7x - 9y - 57 = 0 . 


நேர்க்கோடு 


பயிற்சி 2.2 . 


என்ற 


1 . 

4 , y = 3x + 3 என்ற இரு கோடுகள் x 
13 
ஆயத்துடன் பிறப்பிக்கும் கோணங்களைக் காண்க . 

அவ்விரு கோடுகளின் இடைப்பட்ட கோணம் என்ன ? 
2. y = { 2-13 ) x + 5 , y = ( 2 + 13 ) x - 7 

கோடுகளின் இடையேயுள்ள கோணம் என்ன ? 
3 . 5x + 6y - 18 = 0 , 18x - 5y = 91 என்ற கோடுகள் 

தம்முள் செங்குத்தாக வெட்டிக்கொள்ளும் என நிறுவுக . 
4 . 5x + 8y - 9 = ( ) கோட்டிற்கு இணையாக ( 2 , 3 ) புள்ளி 

வழிச் செல்லும் கோட்டின் சமன்பாடு காண்க . 
5. 3x - sy = 21 கோட்டிற்கு இணையாகச் செல்லும் ஒரு 

கோடு x ஆயத்தில் ஏற்படுத்தும் வெட்டுத் துண்டின் 

அளவு -7 எனில் அக்கோட்டின் சமன்பாடு காண்க. 
6. ( 2.3 ) புள்ளி வழி 2x + 5y + 31 = 0 கோட்டிற்குச் 

செங்குத்தாகச் செல்லும் கோட்டின் சமன்பாடு காண்க . 
Ex_y == 9 , x + Gy - 8 = ( ) கோடுகள் வெட்டும் 
புள்ளியை ( 3 , 4 ) புள்ளியுடன் சேர்க்கும் கோட்டின் 

சமன்பாடு காண்க . 
8 . 2x - 3y + 4 = 0 . 3x + 41-5 = 0 , கோடுகள் 

வெட்டும் புள்ளி வழிச் செல்லும் கோடு 6x - 7y + 8 = () 
கோட்டிற்கு இணையாக உள்ள தெனில் அக் கோட்டின் 
சமன்பாடு காண்க . 
x + 3y - 1 = 0 , x - 2y + 4 = 0 கோடுகள் வெட்டும் 
புள்ளி வழியாகச் செல்லும் கோடு Sx + 4y = 0 கோட் 
டிற்கு இணையாக இருக்கிறதெனில் அக் கோட்டின் சமன் 

பாடு காண்க . 
10. 3x + y - 2 = 0 , ax + 2y - 3 = ( ) , 2x - y - 2 = 0. 

கோடுகள் ஒரு புள்ளி வழிச் செல்லுமெனின் a-யின் 

மதிப்பு என்ன ? 
11 . a- யின் எம்மதிப்பிற்கு x - 6y + a = 0 , 2x + 3y + 4 = 0 , 

x + 4y +1 = 0 கோடுகள் ஒரு புள்ளி வழிச்செல்லும் ? 
12 . x + 2y = 0 , 4x + 3y = 5 , 3x + y = 0 

களால் அமையும் முக்கோணத்தின் குத்துக் கோட்டுச் 
சந்தியையும் ( orthocentre ) , மையக்கோட்டுச் சந்தி 
யையும் ( centroid ) காண்க . 


கோடு 
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13. ஆதியிலிருந்து ஒரு கோட்டிற்கு வரையும் செங்குத்துக் 

கோட்டின் அடிப்புள்ளி ( 3 , -4 ) எனில் , அக்கோட்டின் 

சமன்பாடு காண்க . 
14 . 11x + 7y - 9 = 0 என்ற கோட்டை மூலை விட்டமாகக் 

கொண்ட ஓர் இணைகரத்தின் அடுத்தடுத்த இரு 
பக்கங்கள் 4x + 5y = 0 , 7x + 2y = 0 எனில் மற்றப் 

பக்கங்களையும் , மூலை விட்டத்தையும் காண்க . 
15. ( - 4,10 ) , ( 4 , -10 ) புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் கோட்டின் 
மையக்குத்துக் கோட்டின் சமன்பாடு காண்க . 

2 
16 . AB என்ற கோட்டின் சரிவு அதன் y வெட்டுத் 

8 | 
துண்டு 2. AB- க்குச் செங்குத்தாக ( -4, 21 ) புள்ளி 
வழிச் செல்லும் கோட்டின் சமன்பாடு காண்க . இவ்விரு 
கோடுகளும் வெட்டும் புள்ளி யாது ? AB கோட்டிலிருந்து 

( -4,21 ) புள்ளிக்கு உள்ள தூரம் காண்க . 
17. ஒரு முக்கோணத்தின் குத்துக் கோடுகள் ( altitudes) ஒரு 

புள்ளி வழிச் செல்லும் என நிறுவுக . 
18 . 

முக்கோணத்தின் மையக் குத்துக் கோடுகள் 
( perpendicular bisectors ) ஒரு புள்ளி வழிச் செல்லும் என 

நிறுவுக . 
19. ( x , y ) புள்ளி வழிச் செல்லும் ஒரு கோடு y = mx + c 

கோட்டுடன் பிறப்பிக்கும் கோணம் tan - 1 ( m ) எனின் 

அக் கோட்டின் சமன்பாடு காண்க . 
20. x sec 9 + y coseca = a கோட்டிற்குச் செங்குத்தாயுள்ள 

கோடு {a cos G , a sine 0) புள்ளி வழிச் செல்லின் அக் 

கோட்டின் சமன்பாடு காண்க . 
-21 . py ; = 2a ( x + xx ) கோட்டிற்குச் செங்குத்தாயுள்ள ஒரு 

கொடு ( x , y ) வழிச் செல்லின் அக் கோட்டின் சமன்பாடு 
காண்க . 


22. ax + by + c = 0 , Ix + my + n = 0 , px + qy + r = 0 கோடு 

களாலமையும் முக்கோணத்தின் குத்துக்கோட்டுச் சந்தி 
வழிச் செல்லும் கோடு 

ax + by + c 

lx + my + n 

என 
ap + bq ip + mq 
நிறுவுக . 
-23 . ax + by + c = 0 , ax + by + c = 0 , aux + by + c = 0 , 

a x + b_v + ci = 0 என்ற கோடுகளால் அமையும் இணை 
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கரத்தின் மூலை விட்டங்கள் செங்குத்தாக வெட்டிக் 

கொள்ளுமெனில் a + b2 = ue + 51 - என நிறுவுக . 
24 , 4y - 3x = 1 , 3y - 4x + 1 = 0 , 4y . - 3x = 3 , 

3y - 4x + 2 = 0 கோடுகளாலமையும் இணைகரத்தின் 

பரப்புக் காண்க . 
25. 3x + 4y = 7a , 

3x + 4y = 76 , 

4x + 3y = 70 , 
4x + 3y = 7d என்ற கோடுகளாலமையும் இணைகரத்தின் 

பரப்புக் காண்க , 
26. 3x --4y + 7 = 0 , 12x - 5y = 8 கோடுகளின் இடையே 

யுள்ள கோணத்தின் சமவெட்டிகளைக் காண்க . 
27. 8x + 4y = 8 , 12x - 5y = 3 , 4x - 3y + 12 = 0 பக்கங் 

களைக் கொண்ட முக்கோணத்தின் உள்வட்டமையம் 

(incentre ) காண்க . 
28 . 3x + 4y - 6 = 0 , 12: -5y - 3 = 0 , 4x - 3y + 12 = 0 

கோடுகளாலமையும் முக்கோணத்தின் கோணங்களின் 

உள்ளிரு சமவெட்டிகளைக் காண்க . 
29 . ஒரு முக்கோணத்தின் கோணங்களின் உள்ளிரு 
வெட்டிகள் ஒரு புள்ளி வழிச் செல்லும் என நிறுவுக . 

X ] 

= 1 கோடுகளாலமையும் 

4 
முக்கோணத்தின் உள்வட்ட மையம் காண்க . 


சம் 


30. x = 0 , y = 0 , + 


விடைகள் 


30 , 60 , 90 , 

60 ° . 4. 5x + 8y = 34 . 
5. 3x - 8y + 21 = 0 . 6. 5x - 2y= 0 . 7. 3x - y - 5 = 0 . 
8. 102x -- 119y+ 160 = 0 . 9. 3x -!- 4y + 2 = 0 . 10. 5 . 

1 
11. 5. 12 ( -4 , -- 3 ) ; 

13. 3x-- 4y- 25 = 0 . 
14. 7x + 2y - 9 = 0 , 4x + 5y - 9 = 0 , x - y = 0 . 
15. 2x - 5y = 0 . 16 , 3x + 2y = 30 ; ( 8 , 6 ) ; 65113 . 
19. ( 1 - m ) ( y - y1 ) = 2m ( x -- x } ) ; y = } | • 

20. x cos0 
= y sin 9 = d cos 29 . 

2a ( y - y1 ) + ) 1 { x – x1 ) = 0 , 
24. . 25. 7 (a - b) ( c - d ) . 26. 99x - 77y + 51 = 0 ; 

11 1251 
21x + 27y- 131 = 0. 27 . 

48 48 ) 
-31 = 3 , 112x - 64y + 141 = 0 , 7y - x = 18 . 30. ( 1 , 1 ) . 


28. 33x + 9y 


7-1 + ...... + -1 


3 . இரட்டைக் கோடுகள் 

( Pairs of Straight lines ) 


3.1 . n படிச் சமபடித்தான சமன்பாடு ( Homogeneous Equation 

of degree 11 ) ஆதிவழிச் செல்லும் n கோடுகளைக் குறிக்கும் . 


n படிச் சமபடித்தான சமன்பாடு , 

dayr + ayyn - 1x + .. ... + an - 1 ] xt - 1 + inxr = () 
எனக் கொள்வோம் . 


இரு பக்கமும் x " ஆல் வகுக்க , 


an 


+ a , 


] m - 1 


+ di = 0 


( அ - து ) ay 


+ 11 


- 


+ an - 1 


( 2 ) 


+ dr = 0 . 


. 


இது ( 2 ) 


மாறியில் 11 படிச் சமன்பாடு ஆதலால் 11 தீர்வுகள் 


கொண்டிருக்கும் . அவைகள் 11 , 12) , ...... m , எனில் ( 2 ) -ஐப் 
பின் வருமாறு மாற்றி எழுதலாம் . 


4. ( 2 - m :) ( 2 - m, ) --- ( 2 -w ) -0 


ச 


(அ - து ) as { y - m x } (y - mgx) ...... ( y - mx ) = 0 
y - imix = 0 , y - max = 0 , 

...... ) -mix = 0 . 
இவை ஒவ்வொன்றும் ஆதி வழிச் செல்லும் ஒரு - நேர்க் 
கோட்டைக் குறிக்கும் . 


இரட்டைக் கோடுகள் 
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எனவே 1 படிச் சமபடித்தான சமன்பாடு ஆதி வழிச் செல்லும் 
n நேர்க் கோடுகளைக் குறிக்கும் . 


3.2 . 


ax + 2hxy + by : = 0 என்ற இருபடிச் சமபடித்தான சமன் 

ஆதி வழிச் செல்லும் இரு நேர்க் கோடுகளைக் 
குறிக்கும் . 


tx " + 2hxy + by 


2 


( 


+ 


21. 
b 


» y + % 


) 


= b {y --- My x ) ( y - 


171.9 x) 


எனவே கோடுகளின் தனித் தனிச் சமன்பாடு 

y --- mix = 0 , y- } nzx = ஆகும் , 


மேலும் , 

ax : + 2hxy + by : = b [y - ( m1 +1}} } ] xy + my # g.x " ] ( 2 ) 


m , + my = - 


xy- இன் கெழு 
y3.- இன் கெழு 


5 


171 17712 = 


= 


x ” - இன் கெழு 
-இன் கெழு 


b 


பிறிதொரு முறை 

ax + 2hxy + by = 0 சமன் பாட்டை ; -இல் இருபடிச் சமன் 
பாடாகக் கொண்டால் , 
--h = 12 

K 
b 


இச்சமன்பாடுகளிரண்டும் ஆதி வழிச்செல்லும் இருகோடு 
களைக் குறிக்கும் . 


எனில் 


இரண்டும் கற்பனைக் 


கோடுகள் 


h- - ab < 0 , 
( imaginary lines ) . 


h2 -- ab = 0 எனில் , இவை இரண்டும் ஒன்றுபடும் கோடுகள் , 
( coincident lines ) . 


ab > 0 எனில் ; இரண்டும் மெய்யான கோடுகள் ( real 
lines) . 

) . 
ப.வ. - 4 
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3-3 , ax2 + 2hxy + by = 0 குறிக்கும் இரு கோடுகளின் 

இடையேயுள்ள கோணம் காணல் . 


ax2 + 2hxy + by = 0 


குறிக்கும் இரட்டைக்கோடுகளின் தனித்தனிச் சமன்பாடுகள் 
y - myx = 0 , y -- myx = 0 எனில் , 

2h 
my + mg = - 


4 


b , ni1 ms = 


* 


இரட்டைக் கோடுகளின் இடைப்பட்ட கோணம் எனின் , 


tan 


m1 -- m9 | 


- 


1 + 91 ms 


- 


{ 1771 + m , ) 

1 + 91 me| 


4my me 


412 


M 


4g 
b 


1 + 


4 
b 


+ 2 + 1 - ab 


a + b 


+ 2 + 1 - ab 


:: tan - 


a + b 


மிகைக்குறி ( positive sign ) கோடுகளின் இடையேயுள்ள குறுங் 
கோணத்தையும் , குறைக் குறி ( negative sign ) விரிகோணத்தையும் 
கொடுக்கும் . 


கிளை 1. h2 - ab = 0 எனில் , tan > = 0 . - -- 0 . 
எனவே கோடுகளுக்கிடையேயுள்ள கோணம் பூச்சியம் . இரு 
கோடுகளும் ஆதிவழிச் செல்பவை யாதலின் இரண்டும் ஒன்றுபடும் 
கோடுகளாகும் . 


90 . 


கிளை 2 . a + b == 0 எனில், tan ? = « . 
ax + 2hxy + by* = 0 குறிக்கும் இரட்டைக்கோடுகள் ஒன்றுக் 
கொன்று செங்குத்தானவை . 


5 : 1 


இரட்டைக் கோடுகள் 


3.4 . ax : + 2hxy + bye = 0 குறிக்கும் இரட்டைக் கோடு 
களின் இடைப்பட்ட கோணத்தின் இரு சமவெட்டிகள் காணல் . 

ax ? + 2h.xy + by : = 0 குறிக்கும் கோடுகள் A0A , BOB 
எனக்கொள்வோம் . இவைகளின் தனித்தனிச் சமன்பாடு 
y - mix = 0 , 1 - mgx = 0 எனில் , 


2h 


171 + Trip = 


5 


ச 


m1 197g 


b 


இக் கோடுகள் x ஆயத்துடன் பிறப்பிக்கும் கோணங்கள் 01 , 
, எனில் , m , = tan 01 , m , = tan 0 . 


B 


/ c 


D 


4 


--- X 


அ 


படம் 23 . 


அக் கோடுகளின் இடையேயுள்ள கோணத்தின் இரு சம 
வெட்டிகள் : 00 , 00 எனக் கொள்வோம் . இவை 3 ஆயத்துடன் 
பிறப்பிக்கும் கோணம் 9 எனில் , 


G = LXOC ( அ-து ) LXOD 

02-01 91 + 0 , 
91 + 

2 


LXOC 


- 


09 - 91 


_ XOD = 61 + 


+ * - * +6 +9, 


52) 
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61 - 92. ( அ- து ) 


* + 91 + 0.1 

2 





. 29 


= 


91 + 0. ( அ - து ) 


T + 9 , +0 . 


எனவே tan 29 = tan ( 01 + 92 ) . 


2 tan 9 
1 - tan G 
m1 + me 
1 - mma 


tan 91 + tan 9 . 
1 -tan ar tan 9 , 
21 


a - 5 


P ( x . y ) என்பது OC அல்லது OD என்ற இரு சமவெட்டியின் 
மீதுள்ள யாதேனும் ஒரு புள்ளி எனின் , 


tan 9 


= 





சமன்பாடு ( 1 ) 


} 


2h 


என்றாகும் . 


4-6 


1 


( அ-து) 


2xy 
x 


2h 
a - b 


( அ - து ) 


Y } " | 


a 


5 


எனவே இரு சம வெட்டிகளின் சமன்பாடு , 

x * - * xy 
a - 5 

h 


பிறிதொரு முறை 

ax2 + 2hxy + by: = 0 குறிக்கும் இரட்டைக் கோடுகளின் 
தனித்தனிச் சமன்பாடுகள் ) - max = 0 , y- mgx = 0 எனில் 

- 21 
m1 + rns = 

b 

* Fr ? ] / 7?, = 


a 


இரு சம வெட்டியின் மீதுள்ள புள்ளியிலிருந்து அக் கோடு 
களுக்கு வரையும் செங்குத்துக் கோடுகளின் எண்ணளவு 
சமமா தலின் , 
y - mil x 

J - m , x 
1 + m | 11 + mg 
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இதில் மிகைக் குறி ஒரு சம வெட்டியையும் , குறைத்தற் குறி 
பிறிதொரு சம வெட்டியையும் குறிக்கும் . 


இரண்டு பக்கங்களையும் வர்க்கப்படுத்த , 
(y - myx ) 2 ( y - mgx ) 

1 + m , 


1 + 1 | 


2 


இதைச் சுருக்கின் . 

( 1 + my ) ( y- inyx ) ? = ( 1 + 172 ] * ) ( y - mgx) ? 





x2 [m ] - ( 1 + my2 ) – 02 2 ( 1 + 1012 ) ] 

2xy [ml ( 1 + mee ) - m , ( 1 + my- ) ] 

+ y* [ ( 1 + !m ) 2 ) -- ( 1 + M12 ) ] = 0 
x2 { my 2 – m92 ) - 2xy { { m1 -Pray ) ( 1 - my imp) , 

+ y : ( m2 2 -- 100 - 2 ) = 0 . 


( அ- து ) ( m1 - 711 , ) { x2 ( my + mg ) -- 2xy (1-1 ms) 

-y (1121 + m » ) ] = 0 . 
my - m2 + 0. . { x " -y ) { m + mg )-2xy (1-10mg ) = 0 . 

21 
(x2 --y ) -2xy 

- 0 
b 


. 


( x - y ; ) n = xj (a - b) 


x ? - y 


Xy 


( அ-து ) 


எனவே , கோணச் சம வெட்டிகளின் சமன்பாடு , 
x2 -- 2 

Xy 
h 


= 


மாதிரி 1 : 33x3 – 71xy - 14y = 0 குறிக்கும் இரட்டைக் 
கோடுகளின் தனித்தனிச் சமன்பாடுகள் காண்க . இவைகளின் 
இடையேயுள்ள கோணம் என்ன ? 


33x2 - 71xy - 14y2 = (11x- + 2y ) ( 3x - 7y ) . எனவே , 
கோடுகளின் தனித்தனிச் சமன்பாடுகள் 


11x + 2y = 0 , 3x - 7y = 0 . 


54 


பகுமுறை வடிவ கணிதம் 


+ 2 Mh2 - ab . 

a+ 6 


- 


இடையேயுள்ள கோணம் - எனில் , tan , 


M 


- 33 ( - 14 ) 


. tan , 


33 + ( -14 ) 


15041 + 1848 

19 


6889 
19 


83 
19 


ஃ இடையேயுள்ள கோணம் tan 


83 
19 


மாதிரி 2 : x2 + 2xy secod + y = 0 குறிக்கும் இரட்டைக் 
கோடுகள் மெய்யானவை என்றும் , அவற்றின் 

இடைப்பட்ட 
கோணம் & என்றும் நிறுவுக . 


h" - ab = seced- 1 = tanad > 0 
எனவே கோடுகள் மெய்யானவை . 


அக் கோடுகளின் இடையேயுள்ள கோணம் எனில் 
tand = 2 h2 - ab 

2 tand 

= tand 
a + b 

2 


மாதிரி 3 : A- யின் அனைத்து மதிப்புக்களுக்கும் ax2 + 2 hxy 
+ by + A ( x2 + y ) = 0 எனும் கோடுகள் அதே சமவெட்டிகள் 
( same bisectors ) கொண்டுள்ளன என நிறுவுக. 


ax: + 2 hxy + by + A { x2 + y ) = 0 
( அ - து ) x " (a + A ) + 2hxy + } (b + A ) = 0 


இதன் சமவெட்டிகள் , 

x -- 
( a + X ) - (b + X ) 


s 


(அ -து) 


x2 ) 

a - 


= 


3 ) 
h | 
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இரட்டைக் கோடுகள் 


இது A சார்பற்ற சமன் பாடாதலின் , A-வின் அனைத்து 
மதிப்புக்களுக்கும் ( 1 ) -இன் கோணச் சமவெட்டிகள் , 


x2 - 12 


X } 


- 


ஆகும் . 


மாதிரி 4 : ax + 2 hxy + by ? = 0 குறிக்கும் கோடுகளில் 
ஒன்றும் , 41x2 + 2 hyxy + hty ? - 0 குறிக்கும் கோடுகளில் 
ஒன்றும் பொருந்தும் கோடுகள் . மற்ற இரு கோடுகள் தம்முள் 
செங்குத்தாக வெட்டிக்கொள்ளுமெனில் , 
hab1| h , ab 

( V_abayb ) | 
b1-41 

b -- a 
என நிறுவுக . 


1 


- 


0 குறிக்கும் கோடுகள் ) - 1971 x = 0 , 


ax2 + 2 hxy + by " 
y - mex = 0 எனின் , 


m1 + m = 


21 
b 


iml m , = 


( 2 ) 


aqx2 + 2hyxy + biye = 0 குறிக்கும் கோடுகள் y - mgx = 0 , 
1-1114 x = 0 எனின் , 


mg + my 


2 hy 
by 


( 3 ) 


- 


mg ms 


al 
b 


--- 


--- 


( 5 ) 


கொடுத்துள்ள நிபந்தனை 11 == m3 ... 
எனக் கொள்வோம் . 


மேலும் , mgm 4 = 


1 


.. 


( 6 ) . 


( 2 ) , ( 3 ) , ( 5 ) சமன்பாடுகளை இணைத்து 


Irs 


( - ) 


(7) 


: 


6 


( 4 ) -இன் படி Wgm4 


b1 


( 8 ) 
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(7 ) , ( 8 )-ஐப் பெருக்க , 


P913 


aal| 
bhu 


abayb1 
525.3 


Hrs = 


aayb5 , 
bb . 


இதை ( 4 ) -இல் பிரதியிடின் , 


-laybb1_me 
= 


d 
b 


bb , 


al 
bbi 


hb . 
aa , 651 


arb 
V - aa , bb1 


V 


albv - aaybb1 
( அ - து ) 11 4 = 

aa_bb 


V 


aa,b5 , 


ab | 


mig , 134 மதிப்புக்களை ( 3 )-இல் பிரதியிடின் , 
- aaz bbi 

2 hy 
V -aaybb , 

+ 
6b , - abi 

b . 


1 


1 - aa ,bb , 

b . 


+ ) 


2 hy 
b . 


{ அ-து ) -aa , bb , [ b - a] = 2 hyab 

hyab 1 
( அ - து ) 
b - d 

2 ) 

V --aa165 ) 


-- 


( 9) 


மேலும் ml = mas 


aaybb . 


65. 


1 


Pi , 


m3 


-aaybbi| 
ayb ) 


இம் மதிப்புக்களை ( 1 ) . இல் பிரதியிடின் , 
-aaybb1| 

2 / 
cyb 

h 


- aabb1 


bb1 


( அ - து ) 


raa , 56 , 
5 


[ - ] 


b 
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( அ - து ) - / - 

aaybb , [a1 - b1 ] -- 2 Hajb1 
hayba/ 1 

V 
bi - al 

-aaybb 


( 10) 


( 9 ) , ( 10 ) சமன்பாடுகளிலிருந்து , 
Inaub_ hyab . 

1 
5 

2 


- 


-aaybbi | 


bi - al 


மாதிரி 5 ; € x + 3bxy + 3cxy " + dy3 = 0 குறிக்கும் 
மூன்று கோடுகளில் இரண்டு ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தாயிருக்க 
வேண்டிய கட்டுப்பாடு என்ன ? 


ax * + 3bx2y + 3cxy : + dy: 3 = 0 மூன்று படிச் சமபடித்தான 
சமன்பாடு . எனவே , இஃது ஆதி வழிச் செல்லும் மூன்று கோடு 
களைக் குறிக்கும் . இவைகளில் இரண்டு ஒன்றுக்கொன்று செங்குத் 
தானவை எனில் அவைகளின் சமன்பாடு , 

x2 + .pxy - y " = 0 என்ற வடிவிலிருக்கும் . 


எனவே , 
axs + 3bx2 y + 3exy; 2 + dy * ( x + pxy - y * ) ( ax -- 

ax + x y (ap - s )-xy ( a + pd ) --- dye. 


dy ) 


ஒரே மாதிரியுள்ள உறுப்புக்களின் கெழுக்களைச் சமன்படுத்த , 
3b = ap - d 

( 1 ) 


30 = -- 


( a + pd ) 


( 2 ) 


3b + d 


( 1 ) லிருந்து p 


( 2 )-லிருந்து P 


! - 30 

dd 


36 + d 


d ) 


இதைச் சுருக்கின் , 

32 + 3tc + 3bd + de = 0 
இதுவே தேவையான கட்டுப்பாடாகும் . 
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மாதிரி 6 : ( A2-3B2 ) x2 + 8ABxy + ( B2 --- 3AP } y2 = 0 , 
Ax + By + C = 0 கோடுகளால் அமையும் முக்கோணம் சமபக்க 

C2 
முக்கோணம் என நிறுவுக . அதன் பரப்பு ( 3 (A ? + B ?) 

எனக் 
காண்பி . 


ஆதிவழிச் செல்லும் கோடுகளின் சமன்பாடு y - mx = 0 
வடிவிலிருக்கும் . இக்கோடுகள் Ax + By: + C = 0 கோட்டை 
P, Q புள்ளிகளில் வெட்டினால் OP ) என்ற முக் பணம் 
கிடைக்கும் . 40PQ சமபக்கமுக்கோணமெனில் P, Q கோணங்கள் 
ஒவ்வொன்றின் எண் மதிப்பு 60° ஆகும். ( அ - து ) = 60 ° . 


Ax + By + C = 0 த்தின் சரிவு - 

B 


h + 


A 
B 


tan ( +60 ) 


1 - m 

B 


(அ - து ) = 13 


mB + A 
B - mA 


3 {B – mA ) : = (mB + A ) 


ஆதலின் 


8 


B 


4 ) - [2 + 4 ) 


. 


3 [ Bx – Ay] = [ By + Ax ] , 


இதைச் சுருக்கின் , 

** [ A – 9B ) + 8AB xy + y* [ B - 3A ) = 0. எனவே , 
(A * - 3B * ] x " + 8AB xy + ( B2 - 3A2 ) y = 0 குறிக்கும் 
கோடுகள் Ax + By + C = 0 கோட்டுடன் அமைக்கும் 
முக்கோணம் சமபக்க முக்கோணமாகும் . 


0.விலிருந்து PQ கோட்டிற்கு வரையும் செங்குத்துக்கோட்டின் 

C 
நீளம் 

V A2 + B2 ) 
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PO 


- 


2PK [ :: K , PO- வின் நடுப்புள்ளி ] 


20K tatni 30 


C 


( * ) 


A * + B2 
A0PQ . வின் பரப்பு 


எனவே . 


1 


PO . 


C 
A2 + pa 


2 


1 


2C 
3 , [ A2 + B2 


C 
A2 -- B2 


2 


V3 { A2 + B ) 


P 


K 


படம் 24 


மாதிரி 7 . ax + bxy + cx y + dxy : + ay " = 0 குறிக்கும் 
கோடுகளில் இரண்டு , மற்ற இரு கோடுகளின் இடையேயுள்ள 
கோணத்தின் சம வெட்டிகளெனின் , 


b + d = 0 , C + 8a = 0 என நிறுவுக , 


ax + bxy + cxy " + dxy + ay * = 0 ... 


( 1 ) 


குறிக்கும் கோடுகள் நான்கும் ஆதி வழிச் செல்லும் கோணத்தின் 
சமவெட்டிகள் இரண்டும் தம்முள் செங்குத்தாக வெட்டிக் 
கொள்ளுமா தலின் ( 1 ) குறிக்கும் இரண்டு இரட்டைக் கோடுகளும் 
ஒன்றுக் 

கொன்று செங்குத்தானவை . எனவே ( 1 )-ஐக் . 
கீழ்க்காணும் வகையில் மாற்றி எழுதலாம் . 
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ax + bxy + cxy + dxy3 + ay + 

( ax3 + pxy - ay :) ( x + qxy - ye ) 
= x * + xy (aq + p ) + xy2 ( pq - 2a) 

+ xy * ( - p -- ag) + ay " . 


* b = p + aq 


... 


( 2 ) 
( 3 ) 


c = pq - 2a 


- d = p + aq 


( 2 ) , ( 3 ) -லிருந்து b + d = 0 
( 3 )-லிருந்து c = pg - 2a 


மேலும் ax2 + pxy - ay = 0-த்தின் கோண இரு சமவெட்டிகள் 

x : - y : 
a + a 

p 

2 

4a 
(அ - து ) x2 – y = N ) , 

( 5 ) 
P 
ஆனால் ax : + pxy -ay = 0 - த்தின் கோணச் சம வெட்டிகள் 

x2 + qxy - 2 = 0 ஆகும் . 


( 6 ) 


(அ - து ) x " - y : = = gxy 

4a 
( 5 ) , ( 6 )-லிருந்து 

4 
P 


pq = 


4a 


இதை ( 3 ) -இல் பிரதியிடின் , 

c = pq - 24 = – 4a - 2a = - 6a 


. 


c + 8a = 0 . 


மாதிரி 8 . ax : + 2hxy + by = 0 கோடுகளுக்குச் செங்குத் 
தாக ஆதி வழிச் செல்லும் இரட்டைக் கோடுகளின் சமன்பாடு 
br - 2hxy + ay " = 0 என நிறுவுக . 


ax " + 2hxy + by : = b ( y - myx ) ( y - mgx ) 

2h 
m ] + ms 

b 


- 


4 


இரட்டைக் கோடுகள் 


6f 


ax2 + 2hxy + bye 10 குறிக்கும் கோடுகள் 

y - max = 0 , y - mex = 0 . 


ஆதி வழியாக இக் கோடுகளுக்குச் செங்குத்தாகச் செல்லும் 
கோடுகள் , 

Im ] ) + x = 0 , 11 , y + x = 0 


( அ - து ) ( myy + x) { mzy + x ) = ( ) 

my fit y + ( 1 ) + m , ) xy + x2 = 0 


* 


21 
b 


x ) – x2 = 0 . 


(அ - து ) aya 


2hxy + bx2 = 0 . 


பயிற்சி 3.1 . 


1. ax2 + 2hxy + by2 = 0 கோடுகளில் ஒன்றின் சரிவு. ! 

மற்றதை விட மடங்கெனில் 812 = Sab என்று 
நிறுவுக . 


2 . 


x2 -- 4xy + y = 0 , x + y = 3 கோடுகளாலமையும் 
முக்கோணம் சமபக்க முக்கோணம் என நிறுவுக . 


Ix + my 


3. ax2 + 2hxy + by : = 0 . 

- 1 = 0 கோடு 
களாலமையும் முக்கோணத்தின் பரப்பு , 
Vh " - ab 

என நிறுவுக . 
2hlrn + b12 


ama 


4. ax + bx" y + cxy + dy * = 0 குறிக்கும் கோடுகளில் 

இரண்டு தம்முள் செங்குத்தாக வெட்டிக் கொள்ளு .. 
மெனில் a ? + da -- bd + ac = () என நிறுவுக . 


5 . 


ax2 + 2hxy + by ? = 0 , y = x + c என்ற கோடுகளா 
லமையும் முக்கோணத்தின் பரப்பு . 


cvh2 – ab 

என் நிறுவுக . 
1 + 2h + 5 


8 . 


ax + 2hxy + by : = 0 ஓர் இணைகரத்தின் இரு பக்கங் " 
களைக் குறிக்கின்றது . Ix + y = 1 ஒரு மூலை விட்ட 


பகுமுறை வடிவ கணிதம் 


மூலை 


மெனின் மற்றொரு 

விட்டம் y ( bl - hm ) 
= x ( aw - hl ) என நிறுவுக. 
7. m ( x * – 3xy2 ) + ( – 3x2y ) = 0 எனும் சமன்பாடு 

தம்முள் சம சாய்வுள்ள மூன்று கோடுகளைக் குறிக்கும் 

என நிறுவுக . 
S. y: _x3 + 3xy ( y - x ) = 0 ஒன்றுக் கொன்று சம சாய் 

வுள்ள மூன்று கோடுகளைக் குறிக்கும் என நிறுவுக . 


9. x2 + 2xy cot G + y = 0 கோடுகளின் இடையேயுள்ள 

கோணத்தின் இரு சம வெட்டிகளின் சமன்பாடு காண்க . 


10. x sin * . cos : p + 4xy sin d . sin B + y : [4 cos { 

-- ( 1 + cos { }2- cos : B ] = 0 என்ற கோடுகளின் இடைப் 
பட்ட கோணம் d என நிறுவுக . 


11. ax : + 2hxy + by : = 0 கோடுகளுக்குச் செங்குத்தாக 

ஆதி வழிச் செல்லும் இரட்டைக் கோடுகளின் சமன்பாடு 
bx ? - 2hxy + ay : = 0 என நிறுவுக . 


12 . 


3x2 - 8xy + 5y : = 0 என்ற கோடுகளுக்குச் செங்குத் 
தாக ஆதி வழிச் செல்லும் இரட்டைக் கோடுகளின் சமன் 
பாடு யாது ? 


13. ax2 + 2hxy + by : = 0 கோடுகளுக்கு P {x ] Y1 ) புள்ளி 
யிலிருந்து வரையும் செங்குத்துக் கோடுகளின் பெருக்குத் 

ax * + 2hxy1 + by , 2 
தொகை 

என நிறுவுக . 
( a - b) 2 + 4h 


14. ( a + 2hm + bme ) x + 2[[b - a) m - (me - 1 ) h ] ry 

+ ( ang - 2hn + b) y = 0 கோடுகளின் இடையே 
யுள்ள கோணம் 7-இன் அனைத்து மதிப்புக்களுக்கும் 
மாறாத் தன்மையது என நிறுவுக , 


15. a x2 + 2h (a + b ) xy + by: = 0 குறிக்கும் இரட்டைக் 

கோடுகள் ax : + 2hxy + by : = 0 குறிக்கும் இரட்டைக் 

கோடுகளுடன் சமமாகச் சாய்ந்துள்ளன என நிறுவுக . 
16. y + x = 0 கோட்டுடன் 4 கோணம் பிறப்பிக்கும் 

கோடுகள் ஆதி வழிச் செல்கின் றன எனில் , அக் கோடு 
களின் சமன்பாடு x + 2xy sec 24 + y2 = 0 என 
நிறுவுக. 
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- ) 


17. ax2 + 2hxy + by : = 0 கோடுகள் } x + my - 1 = 0 

கோட்டுடன் அமைக்கும் முக்கோணத்தின் குத்துக் 
கோட்டுச் சந்தி , 
/ { a + b ) 

m ( a + b ) 
cent2 - 2him + b /2 am2 - 2hlm + b12 
என நிறுவுக . 
18 . ax ? + 2hxy + bys = 0 குறிக்கும் கோடுகளில் ஒன்றும் 

azx2 + 27yxy + by ya = 0 குறிக்கும் கோடுகளில் 
ஒன்றும் பொருந்தும் கோடுகளெனில் ( ab , -- a b ) 2 

= 4 ( haz - ha) ( bhy - bah) என நிறுவுக . 
19 . ax2 + 2hxy + by2 = 0 கோடுகளின் 

இடைப்பட்ட 
கோணத்தின் 

சம வெட்டிகள் ஒன்றுக்கொன்று 
செங்குத்தானவை என நிறுவுக . 
20. ஆதி வழிச் செல்லும் இரட்டைக் கோடுகள் ஒவ்வொன்றி 

லிருந்து (x1 • y1 ) புள்ளிக்கு உள்ள தூரம் d எனில் , அக் 
கோடுகளின் சமன்பாடு ( xy1 xY) ? == d ( x , + y ) 
என நிறுவுக . 

விடைகள் 


9. x2 - y = 0) 


12 . 


5x2 + 8.xy + 3y2 = 0 . 


3.5 . அச்சு நிலை மாற்றம் ( Transformation of Axes ) 

1 . அச்சுக்களின் போக்கை மாற்றாமல் ஆயங்களின் 
தியை மாற்றுதல் 


P { x, 3 ) 

( x , y ) 


d ( x , y ) 


N 


O 


1 . 


M 


LIL . ம் 25 , 


0x , OY பழைய ஆயங்கள் எனவும் , 0 X , 0 Y என்பவை 
முறையே 0X , 0Y கோடுகளுக்கிணையாக வரையப்பட்ட புதிய 
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ஆயங்கள் எனவும் கொள்வோம் . பழைய ஆயங்களைப் பொறுத்து 
0 ன் ஆயத் தொலைகள் ( x1 , y1 ) எனின் OL = xl , L0 = yl . 


P என்பது தளத்தில் உள்ள யாதேனும் ஒரு புளளி . 

பழைய 
ஆயங்கள் , புதிய ஆயங்கள் இவைகளைப் பொறுத்து P புள்ளியின் 
ஆயத்தொலைகள் முறையே ( x , y } , ( X , Y ) எனக் கொள்வோம் . 
P- யிலிருந்து 0X- க்குச் செங்குத்தாக வரையும் கோடு 0X - ஐ 
N-னிலும், 0X- ஐ M- மிலும் வெட்டுகிறது எனக் கொள்வோம் . 


* 


x = OM = OL + LM = x + X 


y = MP = L0 + NP = y + Y. 


ஆகவே x, y ஆயத்தொலைகளுக்கு x = x1 + x , y = y1 + ] 
எனப்பிரதியிட்டு ஆதியை (xy > } 1 ) புள்ளிக்கு மாற்றலாம் . 


2. ஆதியை மாற்றாமல் ஆயங்களின் போக்கை மாற்றுதல் 


Y 


P ( x , y ) 

( x.y ) 


K 


2 


N 


Te 


+ 


ML 


படம் 26 . 


0X , 0Y பழைய ஆயங்கள் எனவும் , 0X , 0Y புதிய ஆயங் 
கள் எனவும் கொள்வோம் . 


L XOX = 0 எனக்கொள்க . தளத்தில் யாதேனும் ஒரு புள்ளி 
P எனக்கொள்வோம் . P- யிலிருந்து 0X , 0x கோடுகளுக்கு 
முறையே PM , PN என்ற செங்குத்துக் கோடுகள் வரையவும். 
N- னிலிருந்து 0X , PM கோடுகளுக்குச் செங்குத்தாக முறையே 
NL , NK கோடுகள் வரையவும் . பழைய ஆயங்கள் , புதிய 


இரட்டைக் கோடுகள் 


ஆயங்கள் ஆகியவற்றைப் பொறுத்து P புள்ளியின் 
தொலைகள் முறையே ( x , y) , ( X , Y ) எனக்கொண்டால் , 

* = OM = OL - ML = OL - KN 
= ON cos 9 NP sin a = X cos 9 Y sin 0 


MP = MK + KP = EN + KP 
ON sin 9 + NP cos 9 = X sin a + Y cos g . 


எனவே , 

என்ற ஆயத் தொலைகளுக்குப் பதிலாக 
x = X cos 9 - Y sin g , y = X sin ) + Y cos G எனப் பிரதியிட்டு 
0 கோணத்தில் சாய்ந்துள்ள புதிய ஆயங்களைப் பொறுத்துச் சமன் 
பாடு பெறலாம் . 


3.6 . ax2 + 2 hxy -+ by : + 2gx + 2 fy + c= 0 சமன்பாடு 

இரட்டைக் கோடுகளைக் குறிக்கத் தேவையான கட்டுப்பாடு 


ax2 + 2 hxy + by : + 2 gx + 2 f } + ( = 0 
இரட்டைக் கோடுகளைக் குறிக்கும் எனவும் . 
வெட்டும் புள்ளி (x1 , 11 ) எனவும் கொள்வோம் . 


அவைகள் 


ஆயங்களின் போக்கை மாற்றாமல் ஆதியை 

(x1 , 11 ) 
புள்ளிக்கு மாற்றவும் . இம் மாற்றத்தால் (x , y ) என்ற ஒரு புள்ளி 
யின் ஆயத்தொலைகள் ( X , Y ) என மாறினால் , 

x = x1 + x, y = y + Y. 


எனவே சமன்பாடு ( 1 )-இல் x = x } + X . y = y1 + Y எனப் 
பிரதியிடின் , 


a { x1 + X ) ? + 2h (x1 + X) (y1 + Y ) + b [ y1 + Y ) 2 

+ 2g ( x1 + X ) + 2f ( v1 + Y) + c = 0 . 


இதைச் சுருக்கின் , 
aX2 + 2hXY + bY2 + 2 ( ax ] + hyl + g ) X 

+- 2 ( hx1 + by + f ) Y + ( ax2+ 2hxyy1 + by : ” + 2gx | 
+ 2fy1 + c ) = 0 என்றாகும் , 


புதிய ஆதிவழி இக் கோடுகள் செல்வதால் இக் கோடுகளைக் 
குறிக்கும் சமன்பாடு சமபடித்தானதாய் இருக்கவேண்டும் . 

11. வ. - 5 
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( 2 ) 
( 3) 


எனவே , axl + hy1 + g = 0 

hx + by : + f = 0 

ax + 2 hxy1 = by1 * + 2 gx + 2 fir + e = 0 
( அ.து ) x { dx } + hy : + g ) + yi ( hx + by + f ) 

+ gx1 + fy1 + c = 0 . 
* gx ] + fyi + c = 0 


( 4 ) 


{ 2 ) , (3 ) சமன் பாடுகளிலிருந்து , 
X1 

1 
hf - bg gh - af | 


1 


ab 


hf - bg 


git – af 


ஃ 


ab - Y1 = 


இதை ( 4 ) -இல் பிரதியிடின் , 

{ hf - bg 
3 

+ f 
( ab - 1 


+ c = 0 


( அ - து ) fght - Ing : + fgh - af2 + abc - ch ? = () 


எனவே தேவையான கட்டுப்பாடு , 
abc + 2fgh = [ f ? – bg : - ch = 0 . 

hf -- bg gh - af 
இரட்டைக் கோடுகள் வெட்டும் புள்ளி 

ab - h2 ab - 12 


குறிப்பு : ab - h = 0 எனின் 

இரட்டைக் கோடுகள் 
வெட்டும் புள்ளி கந்தழியிலுள்ளது . அஃதாவது இரட்டைக்கோடு 
கள் இணையாகும் . 


பிறிதொரு முறை 

ax2 + 2hxy + by : + 2gx + 2fj + c = 0 
இரட்டைக் கோடுகளைக் குறிக்கும் எனக்கொள்வோம் . 


... 


அவைகளின் தனித்தனிச் சமன்பாடு , 

| x + my + ni = 0 , 19x + mgy + n , = 0 எனின் 
.ax2 + 2hxy + by : + 2gx - + 2fy + c 

( 11x + may + ni ) ( lax + mgy + n2 ) 
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எனவே ஒத்த உறுப்புக்களின் கெழுக்களை ஒப்பிடின் , 

a = lly , b = ny me. c = ning 

2f = m , ng + l , 1 , 2gen long . Ph = l , my + l , my 
* 8fgh = ( my ne + my ni ) ( n 1 , + n, 1 , ) (l me +1, my ) 

= l11, ( m1 * Rs + m ni ) + my m , ( f % 2 1 : + n = 11 * ) 

+ V (1 * m * + m ^ ) + 2/1, n ng đ ng ( 2 ) 
my = xn , 2 + ms : n = = ( my ns + my r ) " - 2my my ny ne 

= 4--2be 
n21 , * + rs 1,2 = ( n 1, + ni 1 ) 2 – 2a n , 1,1 , 

4g : - 2cal * m , * + 1,2 mi = ( ! | m , + lamz ) ? 

24,15mm , = 4h - 2 abc . 
இதை ( 2 )-இல் பிரதியிடின் , 

8fgh = a ( 4fe -- 2bc) + b ( 4g - 2ca ) + c [ 4h " - 2ab } + 2abc 
இதைச் சுருக்கின் . 

abc + 2fgh - afe - bg - ch = 0 என்றாகும் . 
3-7 . axe + 2hxy + by : + 2gx + 2fy + c = 0 இரட்டைக்கோடுகளைக் 

குறிக்கு மெனின் இக்கோடுகளுக்கு இணையாக ஆதிவழிச் 
செல்லும் கோடுகளின் சமன்பாடு ax : + 21xy + by * = 0 
ஆகும் . 

ax : + 2hxy + by : + 2gx + 2fy + c = 0 
இரட்டைக்கோடுகளின் தனித்தனிச் சமன்பாடு , 

1 , x + my y + n = 0 , lex + mpy + ny = 0 எனின் 

d = 111,, b = my my , ( = H1 12 
2 = m ng + mi nu , 2ger 1 , tap 2 , 2h = mg , my , 

1 , x + m y + n , = 0 . 19x + migy + 1 = 0 
கோடுகளுக்கிணையாக ஆதிவழிச் செல்லும் கோடுகள் , 

1px + my = 0 , 1gx + mpy = 0 
இவைகளின் சேர்ந்த சமன்பாடு , 

{1x + mxy ) { ! px + mgy) = 0 

lax ^ + ( Inia + Ign ) xy + m y ^ = 0 
( அ.து ) ax : + 2hxy + by = 0 . 
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குறிப்பு : ax + 2hxy + by : + 2gx + 2fy + c = 0 ... ( 1 ) 
குறிக்கும் இரட்டைக் கோடுகள் ax + 2hxy + by : = 0 -- (2) 
குறிக்கும் இரட்டைக் கோடுகளுக்கிணையாதலால் சமன்பாடு 
{ 1 ) குறிக்கும் கோடுகளின் இடைப்பட்ட கோணம் 

சமன்பாடு 
( 2) குறிக்கும் கோடுகளின் இடைப்பட்ட கோணத்திற்குச் சமம் . 


+ 2Vs - ab 


tan | = | 


4 + b 


h* - ab எனில் ( 1 ) குறிக்கும் கோடுகளிரண்டும் இணைகோடு 
களாகும் . 

a + b = 0 எனில் அவைகள் ஒன்றுக் கொன்று சமமாகும் . 


3 • 8. ax + 2hxy + by : + 2gx + 2fy + c = 0 இரட்டைக் 

கோடுகளைக் குறிக்கு மெனில் , அக் கோடுகளின் இடையே 
யுள்ள கோணத்தின் இரு சமவெட்டிகள் காணல் . 

ax + 2hxy + by : + 2gx + 2fy + c = 0 
குறிக்கும் இரட்டைக் கோடுகள் வெட்டும் புள்ளி ( xy , y ] ) எனக் 
கொள்வோம் . 


ஆயங்களின் 

போக்கை மாற்றாமல் ஆதியை (xy , y } 
புள்ளிக்கு மாற்றினால் (x , y) புள்ளியின் ஆயத் தொலைகள் ( X , Y} 
ஆக மாறும் . 


: x = x + x, y = y + Y 


எனவே புது ஆயங்கனைப் பொறுத்து இக் கோடுகளின் 
சமன்பாடு , 

a ( x + X } " + 2h (x + x ) (y1 + Y ) + 5 ( y : + y ) : 

+ 2g { x } + X ) + 2f (y1 + Y ) + c = 0 ஆகும் . 
இக் கோடுகள் ஆதிவழிச் செல்வதால் சமன்பாடு 

ax : + 2AXY + bYa = 0 என்ருகும் . 
எனவே கோணச் சமவெட்டிகள் , 

X. - Y , 
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( அ - து ) பழைய ஆயங்களைப் பொறுத்துக் கோண இரு சம 
வெட்டிகளின் சமன்பாடு , 


( x -- x1 ) " - (y - yx )* 


(x - Xy ) ( y -- y ) 


ஆகும் . 


4-5 


3.9 . Ix + my + 7 = 0 கோடு ax + 2hxy + by : + 2gx 

+ 2fy + c = 0 வளை வரையை வெட்டும் இரு புள்ளிகளை 
ஆதியுடன் சேர்க்கும் இரட்டைக் கோடுகளின் சமன்பாடு 
காணல் . 


B 


படம் 27 . 


lx + illy + n = 0 


( 1 ) 


ax 2 + 2hxy + by2 + 2gx + 2fy + c = 0 ... ( 2 ) 


சமன்பாடு ( 1 ) குறிக்கும் கோடு ( 2 ) வளைவரையை A , B 
புள்ளிகளில் வெட்டுகிறது எனக் கொள்வோம் . 0 ஆதி எனில் 
OA , OB கோடுகளின் சேர்ந்த சமன்பாட்டைக் காணச் சமன்பாடு 
( 2 )-ஐச் சமன்பாடு ( 1 )-இன் உதவியால் சமபடித்தான சமன் 
பாடாக மாற்ற வேண்டும் . 


இவ்வாறு மாற்றினால் , 


lx + my 


ax2 + 2hxy + by : + ( 2gx + 2fy ) 


( 


-- 


lx + rxy 


( + 2 ) 


( 3 ) 


என்ற சமன்பாடு கிடைக்கும் . 
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இஃது இருபடிச் சமபடித்தான சமன்பாடாதலின் ஆதி வழிச் 
செல்லும் இரு கோடுகளைக் குறிக்கும் . 


மேலும் , 

lx + my + n = 0 , ax + 2hxy + by : + 2gx + 2jy + c = 0 
என்ற சமன்பாடுகளில் பொருந்தும் புள்ளிகள் சமன்பாடு ( 3 ) இலும் 
பொருந்தும் . 


எனவே சமன்பாடு ( 3 ) , 0A , OB கோடுகளைக் குறிக்கும் . 


மாதிரி 9 : x2-5xy + 4y : + x + 2y - 2 = 0 இரட்டைக் 
கோடுகளைக் குறிக்கும் நிறுவுக . அவைகள் 

வெட்டும் 
புள்ளியையும் , அவைகளின் இடையேயுள்ள கோணமும் காண்க . 


என 


... 


x" - 5xy + 4y2 + x + 21 -- 2 = 0 

a = 1 , 2h = -5 , b = 4 , 2g = 1 , 2f = 2 , c = -- 2. 


abc + 2fgh - af ? - bg : - c /12 


( 1 ) (4 ) (-2) +2 ( 1 ) ( 

( 1 ) ( - : ) - 1 (1) 
-4(2 ) + 2 ( - 3 ) 


5 
= - 8 - 


25 


25 


- 1 - 1 + 


25 
2 


+ 


எனவே , சமன்பாடு ( 1 ) இரட்டைக் கோடுகளைக் குறிக்கும் , 


5xy + 4y = (x - 4y ) (x - y) 


ஃ x2 - 5xy + 4y : + x + 2y - 2 

= ( x - 4y + a ) ( x - y + b) 
= x - 5xy + 4y : + ( a + b ) x- ( a + 4b ] y + ab 


ஒத்த உறுப்புக்களின் கெழுக்களை ஒப்பிடின் . 

a + b = 1 , a + 46 = - 2 


எனவே கோடுகளின் தனித்தனிச் சமன்பாடு , 

x – 4 ) + 2 = 0 , X – y + 1 = 0 . 
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இவைகளை விடுவிப்பின் x = 2 , y = 1 . 





வெட்டும் புள்ளி ( 2 , 1 ) . 


கோடுகளின் இடைப்பட்ட கோணம் - எனின் , 


24 ha 


tan = 

= 


b 
d + 6 


1-4 ) 


- * V (- ) -- 


1 + 4 


16 


24 25 

10 


5 


1 


0 = tan 


( 3 ) 


மாதிரி 10 : ax2 + 2 hxy + by : + 2 gx + 2 fy + c = 0 இரட் 
டைக் கோடுகளைக் குறிக்குமெனின் அவைகள் வெட்டும் புள்ளி , 


( M / 


g ? -ca 
h -ab 


ha - ab 


என நிறுவுக . 


ax2 + 2 hxy + by : + 2 gr + 2fy + c = 0 
குறிக்கும் கோடுகளின் தனித்தனிச் சமன்பாடு 

lax + my + n = 0 
12x + mzy + n , = 0 எனக் கொள்வோம் . 


m ] mz = b , nang = c 


2 f = myle + filan ] > 

2 g = nil, + x , 1 , 2 h = lqm, + lym . 
அக் கோடுகள் வெட்டும் புள்ளி ( x1 , y1) எனில் , 
X1 VI 

1 
myile -- mall R ; 19-1.11 1ms - lzm1 
imha - Mar ] nil? -- nel 

, ] 
I amy - lam1 Irm , -lm ) 


- 


பகுமுறை வடிவ கணிதம் 


மேலும் , 
IP ] Mg --thah ] = V ( mins + m ,n )3-2 mimgnyay 

V 4f3-4 be = 2 v f2 - bc 
r1119-1911 = V ( nila + n ,lx) " - 2 nin ,l / = 2 vg : -ca 
Iyne - 192 ( 4m , + 9m )2-21gmme 

2 13 -ab 


fa - bc 


MA 


}) 


1 ) 1 = 


NH 


g - ca 
h2 - ab 


எனவே அக் கோடுகள் வெட்டும் புள்ளி , 


NI 


1_bc 
ha - ab 


g - ca ) 
2 " - 6 


இரட் 


மாதிரி 11 : ax + 2 hxy + by + 2 gx + 2 fy + c = 0 
டைக் கோடுகளைக் குறிப்பிடுமெனின் , ஆதியிலிருந்து இக் கோடு 
களுக்கு வரையப்படும் செங்குத்துக் கோடுகளின் பெருக்குத் 
தோகை , 


c 


({ a- ) + 4 x 


என நிறுவுக . 


ax + 2 hxy + hy + 2 gx + 2 fy - c = 0 
குறிக்கும் கோடுகளின் தனித்தனிச் சமன்பாடு 

11x + im } } + 11 = 0 

lgx + 117 , ) + n , = 0 
எனக் கொள்வோம் . 


( 1 ) 
( 2) 


17 = b , F11 s c 


2f = [ fitylay + Aprgny), 2g = [ nila + ngli ) , 2h = [lmy + 1901 ) 


p1 = ஆதியிலிருந்து ( 1 )-க்கு வரையப்படும் செங்குத்துக் 
(கோட்டின் நீளம் , 

11 
11 * + 11 


- - 
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p , = ஆதியிலிருந்து ( 2 ) -க்கு வரையப்படும் செங்குத்துக் 
கோட்டின் நீளம் , 


14 * + 1112 


Pape = 


Fry| 
V (1,3 + m " ) (1, + mp ) 


M17 , 
11 12 + (! 2m 2 + 1,2m 2) + meme 2 


Pune 
V ( lil ,)* + (lms + lgm ) " - 2111 mm2 + (fm m1 )* ? 


V a + ( 2h ) - 2 ab + 5 } 


C 


V 1 ( a - b) + 4 h } 


மாதிரி 12 : h " = ab , bg =r af ? எனில் ax + 2 hxy + by : 
+ 2gx + 2fy + c = 0 இரண்டு இணை கோடுகளைக் குறிக்கும் என 
திறுவுக . அக் கோடுகளுக்கிடையேயுள்ள தூரம் , 


g - ac 
a ( a + b ) 


எனவும் நிறுவுக . 


ax + 2 hxy + by : + 2 gx + 2 fy + c = 0 


( 1 ) 


இணைகோடுகளைக் குறிக்குமெனில் , அவைகளின் தனித்தனிச் 
சமன்பாடு , 

Vax + Vby + ! = 0 , Vax + by + m = 0 
வடிவிலிருக்கும் . 


ax ? + 2hxy + by : + 2gx + 2fy + c 
= ( Vax + by + 1 ) ( ax + { by + m) 

ax : + 2 -Nab xy + by : + ( 1 + m) Vax 
+ ( 1 + m) | by + in 
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... 


ஒத்த உறுப்புக்களின் கெழுக்களை ஒப்பிடின் , 

Va ( ! + m) = 2g 
16 ( ! + m ) = 2f 
21.ab = 2h 


( 2) 
(3 ) 
(4 ) 


... 


ஆகும் . 

Va 
( 3 ), ( 2) சமன்பாடுகளிலிருந்து 





( அ - து ) fra = g 

af ? = bg . 
( 4) -லிருந்து 4ab = 4h ? (அ - து ) h ? == ab . 


மேலும் ஆதியிலிருந்து , 

Tax + by + 1 = 0 , Tax + by + m = 0 
கோடுகளுக்கு வரையும் செங்குத்துக் கோடுகளின் நீளம் முறையே 
Par p . எனின் , 


In 


P1 = Ta + 

Py = 

Va + b 

- m 
: d = P1 ~ p : = 

Ta + 5 
| (! + m )2 -4lm 

Na + b ) 


4g 


V ** 


-4c | 


Ta + b 


g * - ac 
a ( a + b ) 


மாதிரி 13 : ax + 2hxy + by + 2gx + 2fy + c = 0 
குறிக்கும் இரட்டைக்கோடுகளின் கோண இரு சமவெட்டிகளாலும் , 
X ஆயத்தாலும் அமையும் முக்கோணத்தின் பரப்பு , 

(a- b )2 + 4h | ca - g ) 
2h 

ab - 12 
என நிறுவுக . 
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( 1 ) 


ax + 2hxy + by : + 2gx + 2fy + c = 0 ... 


குறிக்கும் இரட்டைக் கோடுகள் வெட்டும் புள்ளி P [ x ] , yi ) எனக் 
கொள்வோம் , 


i - bc 





N he - ab 


h ? -- ab 


இரட்டைக் கோடுகளின் கோண இரு சமவெட்டிகள் , 
( x - xx)" - [y - y ) { x --x) ( y - y ) 
4- 5 

h 


( 2 ) 


இக் கோடுகள் x ஆயத்தை A (di , 0 ) , B (d ,, 0 ) புள்ளி 
களில் வெட்டும் எனக் கொள்க . 


சமன்பாடு ( 2 )-இல் y = 0 எனப் பிரதியிடின் கிடைக்கும் 
இருபடிச் சமன்பாட்டிலிருந்து X- இன் இரு மதிப்புக்களான < is d .. 
காணலாம் . 


( x - x ] ) + y | 

a - b 


- ( x - x} ) y1 


h 


( அ - து ) hz " + yi ( a - b) : - hy = 0. 2 = {x - x ) . 


- (a -- b) 31 , z4 2 , = - 11 * 


. 21 + 29 = 


A 


மேலும் 21 = di - x ,, 2, = , -- x : 


( அ - து ) di - d , = [z | + x ) - (z , + x ) = z , -2 , ... ( 3 ) 


1 
APAB = 

AB [ P-இலிருந்து AB- க்கு வரையும் செங்குத்துக் . 

2 
கோட்டின் நீளம்) 


= - (di ~ d , ) ) 
= ( 21-2 ), 


1 


2 { V (21 + 2 ,) – 4z12 , } y ! 
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= { V 


( a - 5 ) 


- > > 1 (a+ b)* + 41 


11 


h 


2h 


V 


a - b } 2 + 4 h ? | 


g- ca 
h - ab 


| ( a - b ) + 4 hr 

27 


( 


* 


NA 


-ca 
h - ab 


மாதிரி 14 : ax : + 2 hxy + by + 2 gx + 2 fy + c = 0 
குறிக்கும் இரட்டைக் கோடுகள் ஆதியிலிருத்து சம தூரத்திலிருப் 
பின் f * -g* = c (bf ? -ag ) என நிறுவுக . 


ax : + 2 hxy + by2 + 2 gx + 2fy + c = 0 
குறிக்கும் இரட்டைக் கோடுகளின் தனித்தனிச் சமன்பாடு , 

x + 11 + n = 0 
1, x + 12t , y + i = 0 
எனக்கொள்வோம் . 


* a = || 12, 5 = Hill ing , c = # 1 * 2 

2 = m n + 1 , 7 , 2g = n l + , , 
2h = ! , m , + I, #1 ? ] 


( 1 ) , ( 2 ) கோடுகள் ஆதியிலிருந்து சம தூரத்திலிருப்பின் , 


NI ? + m " 

NI, + my 
. n : ( le : + my :) = Rs2 ( !12 + my ) 
( அ - து ) n = 1 * + # * me – n, 211 – n m1 * = 0 
( அ- து ) (211 2 1,2 - n : 1,2 ) + ( n = mp2 - nse my = ) = 0 
( அ.து ) (ny ! , +1,1] ) (ny 1, 

77 , 11 ) 
+ ( ny ms + ng my ) ( ny my - 1 , 111 ] ) = 0 


இரட்டைக் கோடுகள் 


( அ - து ) ( 19 + nell ) ( nil? - n , 11 } 

= ( m , rs + 111211 ) ( manz - 01 , 1y ) 


{ n 1, + n , 11 ) 1 ( 1,1, + ngli) 2 - 4 ning | ! , 

(my ra + mg ng) / ( hy na + men ) -4 17) TR2 %1R, 
( அ-து ) 2g / 4g - 4 ca 2f v 4f2 | 

- bC 


- 


இருபுறமும் வர்க்கப்படுத்த , 
4g2 ( 4g2 4ca ) = 4f2 ( 4f " 4bc ) 

ca ) = f (fe - bc) 


. 


( அ - து ) g * - f | - c ( bf " - ag :) 

ஃ f * - g * = c (bf ? ag :) . 


மாதிரி 15 : 12 x : + 7xy - 12y = 0 , 

12x2 + 7x 
- 12y ? - x + 7y -- 1 = 0 குறிக்கும் கோடுகள் 
சதுரத்தை அமைக்கும் என நிறுவுக . 


12x2 + 7ry 


12y2 = ( Sx + 4y ) ( 4x - 3y ) . 


12x ? + 7xy - 12y2 - x + 7y - 1 

= ( 3x + 4y + I ) ( 4x - 3y + m ) 


ஒத்த உறுப்புக்களின் கெழுக்களை ஒப்பிடின் / = – 1 , 11 = 1 
என்றாகும் . 


எனவே , 12x ? + 7xy -- 12y ? -- x + 7y -- 1 

= ( 3x + 4y - 1 ) ( 4x 3y + 1 ) . 


எனவே நான்கு கோடுகளின் தனித்தனிச் சமன்பாடு , 

3x + 4y = 0 , 4x - 3y = 0 


( 1 ) 


3x + 4y - 1 = 0 , 4x - 3y + 1 = 0 


( 2 ) 


( 1 ) குறிக்கும் கோடுகள் , ( 2 ) குறிக்கும் கோடுகளுக்கு 
இணையாகும் . எனவே 

இக்கோடுகள் 

இணைகரத்தை- 
அமைக்கும் . 
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பகுமுறை வடிவ கணிதம் 


மேலும் , ( 1 ) குறிக்கும் கோடுகள் தம்முள் செங்குத்தானவை ; 
(2 ) குறிக்கும் கோடுகளும் தம்முள் செங்குத்தானவை . 


மேலும் 3x + 4y = 0 , 3x + 4y - 1 = 0 இடையேயுள்ள 

1 
132 + 42 V32 + 42 

5 


தூரம் 


இடையே 


இவ்வாறே 4x - 3y = 0 , 4x - 3y + 1 = 0 
O 

1 
யுள்ள தூரம் 
42 + 32 V4 : + 32 

5 


நான்கு கோடுகளும் ஒரு சதுரத்தை அமைக்கும் . 


பயிற்சி 3.2 . 


1. x2 + 5xy + 4y2 + 3x + 2y = A = 0 இரட்டைக் 

கோடுகளைக் குறிப்பின் A- வின் மதிப்பு யாது ? அக்கோடு 
களின் இடையேயுள்ள கோணம் காண்க . 


2. x3 – y + x – 3y - 2 = 0 இரட்டைக்கோடுகளைக் 

குறிக்கும் என நிறுவு . அவைகளின் இடையேயுள்ள 
கோணத்தையும் , அவைகள் வெட்டும் புள்ளியையும் 
காண்க 


4x2 + 4xy + y - 8x - 3y - 4 = 0 இரண்டு இணை 
கோடுகளைக் குறிக்கும் என நிறுவி , அவைகளுக்கிடையே 
யுள்ள தூரத்தைக் காண்க . 


4. 1 

4y + 3 = 0 , x2 + 4xy + 4y 5x 10y 
+ 4 = 0 என்ற கோடுகள் ஓர் இணைகரத்தை அமைக் 
கும் என நிறுவிப் பக்கங்களின் நீளத்தைக் காண்க . 


-5 . 


6x2 5xy -- 6y = 0 , 6x2 - 5xy - 6y + x 
+ 5y - 1 = () கோடுகள் ஒரு சதுரத்தை அமைக்கும் 
என நிறுவுக . 


6. ax2 + 2hxy + by : + 2gx + 2fy + c = 0 என்ற 
கோடுகள் y ஆயத்தை A , B புள்ளிகளில் சந்திக்கும் . 

c ( a + b ) -f ? -g 
0 ஆதி எனில் , 0A2 . + 0B2 = 

ab - h2 
நிறுவுக . 


என 
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மடக் கோடுகள் 


7. 2x ? + 5xy + 2y + 15x + 18y + 28 = 0 கோடு 

களின் இடையேயுள்ள கோணத்தின் இரு சமவெட்டி 
களைக் காண்க . 


8. P என்ற ஒரு புள்ளியிலிருந்து ax + 2hxy + by : = 0 

என்ற இரட்டைக்கோடுகளுக்கு வரையப்பட்ட செங் 
குத்துக் கோடுகளின் அடிப்புள்ளிகளுக்கு இடையேயுள்ள 
தூரம் 2c எனில் , P- யின் இயங்குவழி c $ 4h ? + ( a - b ) ; } 
= (x ? + y ) { h2 -- ab ) என நிறுவுக , 


9. ax : + 2hxy + by ? + 2gx + 2fy + c = 0 என்ற 
இரட்டைக் கோடுகள் x அச்சுடன் அமைக்கும் முக் 

?? - ac 
கோணத்தின் பரப்பு 

என நிறுவுக . 
a vh ? - ab 


10. 5x + 12xy - 6y + 4x - 2y + 3 = 0 என்ற இரட்டைக் 

கோடுகளை x - y - 1 = 0 கோடு வெட்டும் புள்ளிகளை 
ஆதியுடன் சோக்கும் இரட்டைக் கோடுகள் ஆயங் 

களுடன் சமச் சாய்வுடையன என நிறுவுக . 
11. Ix + my = 1 என்ற கோடு x + y - a = 0 வட்டத்தை 

P. ( புள்ளிகளில் வெட்டுகிறது . 0 ஆதி எனில், 
LOPQ = 2 cos -1 

என நிறுவுக . 


( + ) 


12. 8x - y + 6 = 0 என்ற கோடு 3x + 4xy - 4y2--11x 
+ 2y + 8 = 0 

என் ற 

இரட்டைக் கோடுகளுடன் 
வெட்டிக் கொள்ளும் புள்ளிகளை ஆதியுடன் சேர்க்கும் 
இரட்டைக்கோடுகள் ஆயங்களுடன் சமச் சாய்வுடையது 

என நிறுவுக . 
13 . ax + 2hxy + by + 2gx + 2fy + c = 0 எனும் சமன்பாடு 

இரட்டைக் கோடுகளைக் குறிக்குமெனின் , இவைகள் 
ஆயங்களை வெட்டும் புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் இரட் 
டைக் கோடுகளின் சமன்பாடு , 

c ( ax + 2hxy + by + 2gx + 2fy + c ) + 4 fgxy = 0 
என நிறுவுக . 


14. x + y + = a என்ற வட்டத்தை y = mx + c என்ற கோடு 

வெட்டும் புள்ளிகளை ஆதியுடன் சேர்க்கும் இரட்டைக் 
கோடுகள் ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்து எனின் 
= a ( 12 + m2) என நிறுவுக . 
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15. ( ab - h ) ( ax : + 2hxy + by + 2gx + 2fy ) + af2 + bg : 

--- 2jgh = 0 என்ற இரட்டைக் கோடுகள் ax2 + 2hxy 
+ by : = 0 என்ற இரட்டைக் கோடுகளுடன் அமைக்கும் 
ஒரு நாற்கரம் சாய் சதுரமெனின் , 

( a - b) fg + h (fz - g ) = 0 என நிறுவுக . 
16. 6x2 + xy - 12y2 - 14x + 47y - 40 - 0 

இரட்டைக் கோடுகள் 14x + xy - 4y - 80x + 15p = 0 
என்ற இரட்டைக் கோடுகளுடன் சமச் சாய்வுடையது 
என நிறுவு . 


என்ற 


17. ax + 2hxy + by + 2gx + 2fy + c = 0 இரண்டு இணை 

கோடுகளைக் குறிக்கு மெனின் , அவைகளுக்கிணையாக 
ஆதி வழிச் செல்லும் கோட்டின் சமன்பாடு ax + hy 20 
அல்லது hx + by = 0 என நிறுவுக . 


18. ax : + 2hxy + by : = 0 என்ற இரட்டைக் கோடுகளின் 

இடையேயுள்ள கோணத்தின் இரு சம வெட்டிகளில் 
ஒன்று ax : + 2hxy + by : + 2gx + 2fy + c = 0 என்ற 
இரட்டைக் கோடுகள் வெட்டும் புள்ளி வழிச் சென்றால் 
( a - b ) fg + h (fe -g ) = 0 என நிறுவுக . 


விடைகள் 


; tan - 1 


10 
1. A = 

9 . 
4. 3 ; 215 . 


3 

1 

3 

2 ) 2 
7. 3x - 3y : + 20x - 2y + 33 = 0. 


(6 )1. 2. 90 ° ; ( 


) 


4. வட்டம் 


( Circle )) 


41. வட்டம் - வரையறை 

நிலைத்த புள்ளி ஒன்றிலிருந்து நிலையான தூரத்தில் இயங்கும் 
புள்ளியின் பாதை வட்டமெனப்படும் . நிலைத்த புள்ளி வட்டத்தின் 
மையம் எனவும் , நிலையான தூரம் அதன் ஆரம் எனவும் கூறப் 
படுகின்றன . 


4-2 . வட்டத்தின் சமன்பாடு 

0X , OY என்பவை ஆயங்கள் , வட்டமையம் , a வட்டத் 
தின் ஆரம் எனக் கொள்வோம் . 


x | 


NM 


படம் 28 


P ( x , y ) பரிதியின் ( circumferance ) மீதுள்ள யாதேனும் ஒரு 
புள்ளி , x ஆயத்திற்குச் செங்குத்தாக PM , CN என்ற கோடுகள் 
வரையவும் . PM- க்குச் செங்குத்தாக CL என்ற கோடு வரையவும் . 


C- யின் ஆயத்தொலைகள் ( h , k) எனில், 
CL = NM = OM - ON = x - h 
LP = MP - ML = MP – NC = y - k . 
ப.வ. -8 


பகுமுறை வடிவ கணிதம் 
செங்கோண முக்கோணம் CLP- யில் 
CL2 + LP3 = CP2 





( x - h) ? + ( y - k ) = a ? 

எனவே , மையம் (h , k ), ஆரம் a கொண்ட ஒரு வட்டத்தின் 
சமன்பாடு ( x - h ) ? + ( y - ka ) = a2 . 


கிளை 1 : ஆதியை 

மையமாகக் கொண்ட வட்டத்தின் 
சமன்பாடு . 

{x – 0 ) 2 + ( y - 0 ) 2 = a 
( அ-து ) x2 + y = a2 . 


கிளை 2 : NC ஆரத்திற்குச் சமமெனில் , வட்டம் x ஆயத்தைத் 
தொடும் . எனவே k = a . 


வட்டத்தின் சமன்பாடு , 

( x -- h ) 2 + {y - kj = k2 
(அ.து ) x2 + 2 - 2hx - 2ky + h ? = 0 . 


இவ்வாறே வட்டம் y ஆயத்தைத் தொடுமெனில் அதன் 
சமன்பாடு , 

x2 + y - 2hx - 2ky + k * = 0 . 


4-3 . x + y + 2gx + 2fy + c = 0 என்ற சமன்பாடு g, f , c 

இவைகளின் அனைத்து மதிப்புக்களுக்கும் ஒரு வட்டத் 
தினைக் குறிக்கும் . 
x : + y3 + 2gx + 2fy + c = 0 . 
( x + 2gx + 82 ) + (y2 + 2fy + f ) = g + f2 - C. 

( x + g ) 2 + (y + f } 2 = {vg + f ? - c) ” . 
இச் சமன்பாட்டை , 

( x - h ) 2 + (y - k } 2 = a2 என்ற சமன்பாட்டுடன் ஒப்பிட்டு 
நோக்கின் , 

# = -g, k = -f , a = 18 " + f - c என்றாகும் . 

எனவே , x2 + y + 2gx + 2fy + c = 0 என்ற சமன்பாடு 
{ -g . -f ) புள்ளியை மையமாகவும் , 1g: + f ? + - அளவு 
ஆரமும் கொண்ட ஒரு வட்டத்தைக் குறிக்கும் . 
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வட்டம் 


குறிப்பு : g + f ? -c > 0 எனில் , ஆரம் மெய்யானது . 
g : + fe - c = 0 எனில் , ஆரம் பூச்சியமாகும் . அப்பொழுது 
வட்டம் மையப் புள்ளியுடன் ஒன்றுபடும் . அத்தகைய வட்டம் 
புள்ளி வட்டம் ( point circle ) எனப்படும் . g : + f2 - e < 0 எனில் 
ஆரம் கற்பனையாம் . அப்பொழுது வட்டம் மெய்யான மையமும் , 
கற்பனையான ஆரமும் கொண்டிருக்கும் . 


44. இருபடிப் பொதுச் சமன்பாடு ஒரு வட்டத்தைக் குறிக்கத் 

தேவையான கட்டுப்பாடு 


இருபடிச் பொதுச் சமன்பாடு , 

ax2 + 2hxy + by + 2gx + 2fy + c = 0 
ஆகும் . 


( 1 ) 


இதில் a = b , h = 0 எனில் சமன்பாடு ( 1 ) 

ax2 + ay + 2gx + 2fy + c = 0 என்றாகும் . 


2f 
X + 

y + 
4 


{ அ - து ) x2 + y + 


0 


( 2) 


{ அ - து ) x2 + y ? + 2g x + 2f y + c = 0 


ஆனால் சமன்பாடு ( 2) ஒரு வட்டத்தைக் குறிக்கும் என்று 
பத்தி 4.3 - இல் கண்டோம் . 


எனவே , ax + 2hxy + by + 2gx + 2fy + c = 0 என்ற 
இருபடிப் பொதுச் சமன்பாடு ( general equation of second 
degree ) ஒரு வட்டத்தைக் குறிக்கத் தேவையான கட்டுப்பாடுகள் . 


( i ) x ? - இன் கெழு = y- இன் கெழு 
( ii) xy- இன் கெழு = 0 . 


ஒரு வட்டச் சமன்பாட்டின் நியம வடிவம் ( standard equation 
of a circlc ). 

). 

x + y + 2gx + 2fy + c = 0 . 


4-5 , கொடுத்துள்ள மூன்று புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் வட்டத்தின் 

சமன்பாடு காணல் 


வட்டத்தின் சமன்பாடு , 

x2 + y ? + 2gx + 2fy + c = 0 ... 


(1) 
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எனக் கொள்வோம் . இதில் g.f; c என்ற 

மூன்று 

மாறிலிகள் 
( constants ) உள்ளன . கொடுத்துள்ள புள்ளிகளின் 

ஆயத் 
தொலைகளை ஒவ்வொன்றாக ( 1 ) - இல் பிர தியிடின் g . f , c 
என்ற மாறிலிகளை இணைத்து மூன்று சமன்பாடுகள் கிடைக்கப் 
பெறும் . g , f , c மதிப்புக்களைக் காண இச் சமன்பாடுகளை 
விடுவிக்க வேண்டும் . பின் அவைகளின் மதிப்பை ( ! ) - இல் 
பிரதியிடின் வட்டத்தின் சமன்பாடு கிடைக்கும் . 
46. (xx , } 1 ), ( xg , } , ) என்ற புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் கோட்டை 

விட்டமாகக் கொண்ட வட்டத்தின் சமன்பாடு காணல் 


F { X , y ) 


B ( x , 2 ) 


X 


படம் 29 . 


A ( Xy , yx ) , B ( xg , } ,) , AB விட்டம் . P { x , * ; பரிதியின் 
மீதுள்ள யாதேனும் ஒரு புள்ளி எனக் கொள்வோம் . 


PA , PB- ஐச் சேர்க்கவும் , 
PA- இன் சரிவு 

y - y1 


1- Ys | 
PB- இன் சரிவு 

x - x 


LAPB = 90 ° ஆதலால் , PA , PB கோடுகளின் சரிவுகள் தம் 
பெருக்குத் தொகை - 1 ஆகும் . 


y - y , 1 – Y2 


{ y - 7 ) - Ys ) = - ( x - x1 ) { x - xs ) . 
( அ - து ) (x - xs ) (x -- * 2 ) + (y – y :) (y - y :) = 0 . 
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மாதிரி * ( - 2 , 3 ) புள்வியை மையமாகவும் , ஆரம் 5 
அலகும் கொண்ட வட்டத்தின் சமன்பாடு காண்க . 


மையம் (h , k ) ; ஆரம் - எனில் , சமன்பாடு 

( x - h ) ? + ( y -- k) 2 = 12 . 


வட்டத்தின் சமன்பாடு , 
( x + 2 ) " + { y - 3 } 2 = 52 . 


( அ.து ) x + y + 4x - 6y - 12-0 . 


வட்டத்தின் 


மாதிரி 2 : ** + y : - 6x + 2y - 15 = 0 
மையம் , ஆரம் காண்க , 


v * + y : - 81 + 2y - 15 - 0 
( x2 - 6.x ) + ( y : + 2) ) = 15 
(x2 -- 6x + 9 ) + (y2 + 2y + 1 ) = 15 + 9 + 1 
( x - 3 } 2 + {y + } } = 52 . 


எனவே , வட்டத்தின் மையம் ( 3 , 


1 ) ; ஆரம் 5 . 


மாதிரி 3 : { 3 , 4 ) , ( 0 , 5 ) , ( -3 , - 4 ) புள்ளிகள் வழிச் 
செல்லும் வட்டத்தின் சமன்பாடு காண்க . 


வட்டம் x2 + y 2 + 2gx + 2fy + c = 0 எனக் கொள்க . 
கொடுத்துள்ள ( 3 , 4 ) , { 0 , 5 ) , ( -3 , -4 ) புள்ளிகள் வழி இவ் 
வட்டம் செல்வதால் , 

9 + 16 + 6g + 8f + 8 = 0 
( அ -து ) 6g + 8f + c = -25 


0 + 25 + 0 + 10f + $ = () 
(அ - து ) 10f + & = - 25 


... 


(2) 
(3) 


9 + 16 -6g -8f + c = 0 
(அ - து ) -gே -8f + c = -25 


*. 


.. 


( 1 ) - இலிருந்து ( 2 ) -ஐக் கழிப்பின் , 6g 


2f = 0 


( 4 ) 


m 


( 5 ) 


( 2 ) -இலிருந்து ( 3 ) -ஐக் கழிப்பின் , 6g + 18f = 0 
சமன்பாடுகள் ( 4 ) , ( 5 )-இலிருந்து g = 0 , f = 0 
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இம் மதிப்புக்களை ( 1 ) -இல் பிரதியிடின் , c = - 25 . 





வட்டத்தின் சமன்பாடு , 

x2 + y2 + 2 { 0 } x + 2 ( 0 ) ; - 25 = 0 


( அ -து ) x2 + y = 25 . 


மாதிரி 4 : Ix + my = 1 கோடு ax + 2hxy - + by : = 0 
என்ற இரட்டைக் கோடுகளை வெட்டும் புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் 
கோட்டை விட்டமாகக் கொண்ட வட்டத்தின் சமன்பாடு 
(x2 + y ) (ant3_2hlm + b / 2 ) + 2x (hm – bl ) + 2y { hl – CR ) 
+ ( a + b) = 0 என நிறுவுக . 


ax ” + 2hxy + by : = 0 குறிக்கும் இரட்டைக் கோடுகளின் 
தனித்தனிச் சமன்பாடு , 

-mx = 0 , y- litex = 0 எனக் கொள்வோம் . 


1971 + ng = 


--21 

க 


Y?? | 171 , = 


b 


y - max : (0 , ) -11px == 0 கோடுகள் 1x + 111y = 1 என்ற 
கோட்டை வெட்டும் புள்ளிகள் A , B எனில் அவைகளின் ஆயத் 
தொலைகள் முறையே , 


1 


1111 


+ mil711 


( 


1+ mml 


) 


1 + 171}} ? ) 


117 , 
| + mm , 


எனவே , AB- ஐ விட்டமாகக் கொண்ட வட்டம் , 


1 


1 + Illa 


( * 7+ him ; ) ( 
+ ( 


1 


1171 
1+ nil77 1 | 


131 ) 
1+ min12 


= 0 . 


இதைச் சுருக்கின் , 

x2 + y 


X 


+ YHP11 


1 

1 
+ 

1+ film ? 

1 
(1 + mmy ) ( 1 + mmy } 


-- 


( H 


ma 
1 + mmg 


+ 


192 1 

+ 
| + mmy 

mim, // 
{l + nimy ) (l + immg ) 


+ 


ஆகும் . 
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( அ - து ) 


x2 + y " 


[ 


2 / + m (my + mp ) 
( ! + mmy) ( l + mm2) 


1 + m # 2 | 


= 0 . 


- 


| ( my + m , ) --- 2mmma 
( ! + jamu ) ( / + 11.Pay ) 


( I + m #ry ) ( ! + mms ) 


( அ.து ) ( ! + mmy ) ( l + mmg ) ( x + y2 ) - [ 2l + in { 11 + mp ) ]x 

- [ l( m1 + m ,) + 2mmunizjy + ( 1 +117 172 , ) = 0 . 


( ! + immy ) ( 1 + f ¥1! 17 , } = 12 + Im ( fity + my ) + mar77 ] { ht , 

-21 
= / 2 + !ina 

+ 172 

5 


b / 2 == Qfzm - time? 

5 


எனவே , சமன் பாடு ( 2 ) 

blr - 2hlm + x 2 


(x2 + y ) - 


21 + m 


) ] 


b 


h 


( 2 
* ) 


+ 2/1 


- ( ( 


0 . 


1 + 


1 + 


h 


b 


(அ - து ) (x2 + y ) {an 2 2 h ###x + ble } + 2 ( hal - bl )x 

+ 2 ( h! - ant]y + ( a + b) = 0 . 


பயிற்சி 4.1 . 


1 . 


பின் வரும் வட்டங்களின் சமன்பாடுகளைக் காண்க , 


( i ) மையம் ( 3 , -2) ; ஆரம் 3 
( ii) மையம் ( 3 , 4 ); ஆரம் 5 
( iii ) மையம் ( a , b ) ; ஆரம் ( a + b ) . 


பின் வரும் வட்டங்களின் மையமும் , ஆரமும் காண்க . 
( i) x2 + y + 9x + 7y + 2 = 0 
( ii ) 2x2 + 2y2 3.x + 4y - 7 = 0 
(iii ) 2x2 + 2y : + 6x + 8y - 3 = 0 . 
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3. பின்வரும் புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் வட்டங்களின் 

சமன்பாடுகளைக் காண்க . 
(i) (0 , 1 ) , ( 2, 3 ), ( -2, 5 ) 
( I ) ( 10 , 6 ) . ( - 4 , 4). ( 4 , 3) 
( ii ) ( 2 , 1 ), ( 1 , 2 ) , ( 8, 9) . 


4. ஆதிவழிச் செல்லும் வட்டம் ஆயங்களில் ஏற்படுத்தும் 

வெட்டுத்துண்டுகள் h . k எனில் அவ்வட்டத்தின் 
சமன்பாடு காண்க . 


5. இரண்டு ஆயங்களையும் , x = c கோட்டையும் தொடும் 

வட்டத்தின் சமன்பாடு யாது ? 


8. 5x + y- ! 03 = 0 , - / - / 1 = 0 , 2x - 3y - 31 = 0 

என்ற கோடுகளால் அமையும் முக்கோணத்தின் சுற்று 
வட்டத்தின் சமன்பாடு காண்க . 


7. X ஆயத்தை ( 4 , 0 ) புள்ளியில் தொடும் ஒரு வட்டம் 

ஆயத்தில் ஏற்படுத்தும் தாணின் நீளம் 1 ( ! > 0 ) 
எனின் , அவ்வட்டத்தின் சமன்பாடு காண்க . எ = 12 , 
1 = 10 எனின் அவ்வட்டம் யாது ? 


8. x + y + 2gx + 2fy + c = 0 வட்டத்தின் ஆதியில் 

தேர்க்கோணத்தை ஏற்கும் வட்ட நாண்களுக்கு ஆதியி 
லிருந்து வரையப்படும் செங்குத்துக் கோடுகள் தம் தாண் 
களின் அடிப்புள்ளிகளின் இயங்கு வழி x +++ gx 

+ fy + c = 0 என நிறுவுக . 
9. x + y = 8 , 2x + y = 4 , x + 2y = 5 என்ற கோடு 

கனால் அமையும் முக்கோணத்தின் சுற்று வட்ட 
மையமும் ( circumceatre ) , ஆரமும் காண்க , 


10. 2x - y = 0 , x- 2y = 0 , x + y = 1 , x + y = 2 

என்ற கோடுகளால் அமையும் நாற்கரம் ஒரு வட்ட 
நாற்கரம் என நிறுவுக . 


11. x + y - 2x + 6y - 15 = 0 வட்டத்தின் மீதுள்ள 

(4 , 1 ) புள்ளி வழிச் செல்லும் விட்டத்தின் மறுமுனை 
காண்க . 
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12 . 


( 3 , 


1 ) புள்ளியை மையமாகக் கொண்ட ஒரு வட்டம் 

= 9 என்ற கோட்டைத் தொடு மெனின் அவ் 
வட்டத்தின் சமன்பாடு காண்க . 


18. x + y2 + 2gx + 2fy + c = 0 வட்டத்தில் ( x | y1 )-ஐ 

நடுப்புள்ளியாகக் கொண்ட நாணின் சமன்பாடு காண்க . 


14 . X ஆயத்தைத் தொடும் வட்டம் ( 1 , - 2 ) , ( 3 , -4 ) 

புள்ளிகள் வழிச் செல்கிறது எனின் அவ்வட்டத்தின் 

சமன்பாடு காண்க . 
15. x2 + y ? - 3x - y - 11 = 0 வட்டத்திற்கு 3 ஆயத்திற் 

கிணையாக உள்ள விட்டத்தின் சமன்பாடு காண்க . 
அக்கோடு வட்டத்தைச் சந்திக்கும் புள்ளிகள் யாவை ? 


விடைகள் 


1. ( i ) x + y 

( ii ) x + y 
( iii } x + y " 


Sx + 41 + 4 = 0 
61 - 8} = 0 
2x - 

2by - 219 = 0 . 


7 


5 


Bo|as 


12 


2 


( ii) ( . 


-1 ) 


(iii ) 


3 
2 


31 
2 


3. ( i ) 3x " + 3y + 2x 20y + 17 = () 

( ii ) x2 + y ) - 8x + 4y -- 8 = 0 
( iii) x + y : - 10x - 10y + 25 = 0 . 


-- 


4. x2 + y - hx - 

ky = 0 . 
5 . 4x2 + 4y 

4cx 4cy + c = 0 . 
8. x3 + ya 

- 14x - By - 111 = 0 . 


2 


12 + 4a) 

. 


-- 


7. (x- a) + ( 7-7 : 44 ) 


x + y ? - 24x - 26y + 144 = () . 
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9 . 


( 2.12 ): 152 


11. ( - 2 , - 7 ) . 


12 . 


25x2 + 25ya - 150x + 50y + 214 = 0 . 


47. தொடுகோடு -- வரையறை : 


B 


ஏதேனும் ஒரு வளைவரையின் (curve ) மீது 
A , B மிக அருகாமையிலுள்ள இரு புள்ளிகள் 
எனக்கொள்வோம் . AB- ஐச் சேர்க்கவும் . 
A-ஐ நோக்கி B நகர்ந்து முடிவில் அத்துடன் 
பொருந்தும்போது AB கோட்டின் நிலையை 
A- யில் அவ்வளை வரையின் தொடுகோடு 
என்கிறோம் . 


படம் 30 . 


4-8 . ( x , } 1 ) 

புள்ளியிலிருந்து x : +32+ 2gx + 2fy + c = 0 
வட்டத்திற்கு வரையப்படும் தொடுகோட்டின் நீளம் . 


( 91 ) 


P ( x , y ) 


படம் 31 . 


வட்டத்தின் சமன்பாடு , 

x2 + y + 2gx + 2fy + c = 0 


P ( x1 , y :) புள்ளியிலிருந்து வட்டத்திற்கு வரையும் தொடு 
கோடு PT என்போம் . 
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வட்ட மையம் 6 ( -g , -f ) 
வட்டத்தின் ஆரம் CT = {g + f ? -c ) 


CT , CP- ஐச் சேர்க்கவும் . 


CTP என்ற செங்கோண முக்கோணத்தில் , 

CP2 = CT2 + PT2 


(அ - து ) PT == Cp2 -CT2 

CP ? = [ x | + g )2+ (y1 + f )? 
CT == g ” + fe - c . 


PT ? = {( x1 + 3) + ( y + f}2 } - 3 * + 1 - c } 

= x ] * + }12 + 2gx : + 2fy + c 


எனவே , தொடுகோட்டின் நீளம் , 

12 + 2 { x] + 2fy ; + c] . 


PT = [ x ] + y1 


கிளை : ( x ,, y , ) புள்ளியிலிருந்து x2 + y = d2 வட்டத்திற்கு. 
வரையும் தொடுகோட்டின் நீளம் , 


V ( x, * + 71 


குறிப்பு : 

PT - Vx + y1 2 + 2gx : + 2fy , + c . 
x 2 + y 2 + 2gx : + 2fy1 + c > 0 எனில் , P ( xyyi ) புள்ளி 
வட்டத்திற்குவெளியே இருக்கும் . 


எனில் , 


P (xy ) புள்ளி 


x | + } i + 2gx : + 2fyi + c = 0 
வட்டத்தின் மேலிருக்கும் . 


x12 + y1 + 2gx1 + 2fyi + c < 0 

எனில் P ( x | y1 ) புள்ளி 
வட்டதிதின் உள்ளே இருக்கும் . இந் நிலையில் வட்டத்திற்குத் 
தொடுகோடு வரைய முடியாது . எனவே PT என்ற கோட்டை 
ஒரு கற்பனைத் தொடுகோடு எனக் கொள்ளவேண்டும் . 


மாதிரி 5 ; 

புள்ளியிலிருந்து x -+ y 2 + 4x -- 3 = 0 . 
x + y3-6x + 5 = 0 வட்டங்களுக்கு வரையப்படும் தொடுகோடு 
களின் அளவுகள் 1 : 2 விகிதத்திலிருப்பின் அப் புள்ளியின் 
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இயங்கு வழி ஒரு வட்டம் என நிறுவுக . அவ் வட்டத்தின் மையம், 
ஆரம் காண்க . 


x + y + 4x + 3 = 0 


( 1 ) 


23 + y_6x + 5 = 0 


IN 


( 2 ) 


P ( 1 ) புள்ளியிலிருந்து ( 1 ) , ( 2 ) வட்டங்களுக்கு வரையப் 
படும் தொடுகோடுகளின் நீளம் முறையே PTI . PT, எனின் , 

PT , = v ( 1 " + y 2 + 41 + 3 ) 
PT , v ( x + } | - 8.x , + 5 ) 


PTI 


1 


PT , 2 


1 


- 


+ 


PT , 


ஆதலால் 


4 


. 


-- 4x1 + 3 

r ; + 5 


1 
4 


1 : + y1 


( அ - து ) 452 +41 | 2 -- 16x + 12 = x_2 + } )--8x +5 


( அ - து ) 3x1 " +3 ] 1 – 22: 1 + 7 = 0 . 


எனவே , P ( x } } ) -இன் இயங்கு வழி , 

3x2 + 3y , -- 22x + 7 = 0 . 


( 3 ) 


சமன்பாடு ( 3 ) -இல் -இன் கெழு --இன் கெழு , 

XP - இன் கெழு = ( ) 


சமன்பாடு ( 3 } ஓரு வட்டத்தைக் குறிக்கும் . 


சமன்பாடு ( 3 )-ஐப் பின் வருவாறு எழுதலாம் , 


7 


* + * + 


* + 
3 


= 0 . 


மையம்(- 8 -1 ) ( அ - து ) ((- .. ) 


ஆரம் = 


Vg + f 2 -- c ) , 


( அ - து ) V ( H 

V ( 3-7 ) - " 


10 
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* 49. x + y* + 2gx + 2fy + c = 0 வட்டத்திற்கு ( xx yi ) 
புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு . 

P ( x } , y1 ) , Q {x ,. } , ) என்பவை வட்டத்தின் மீது மிக . 
அருகாமையிலுள்ள புள்ளிகள் எனக் கொள்வோம் . 


PQ-வின் சமன்பாடு , 

Y1 - y : | 


P , Q என்ற புள்ளிகள் வட்டத்தின்மீதுள்ளவை யாதலின் , 
x * + yi + 2gxi + 2fyi + c = 0 

( 2 ) 
x2 + yz2 + 2gxz + 2fy2 + c = 0 

( 3 ) 


... 


( 2 )-இலிருந்து ( 3 ) -ஐக் கழித்தால் , 

x * -x: + 91 - y, + 2g ( x - x ) + 2f (y1 - ys ) = 0 
(அ- து ) (x ; - x, ) ( x1 + x , ) + ( y1 - ye )( y1 + yg ) 

+ 2g( x - x . ) + 2f1- ye } = 0 
( அ - து ) { x1 - xz)[ x + x + 2g } + (01 - y2 ] [11 + y ; + 2f ] = 0 . 

X1 + x +23 
Xa xa Pi + yz + 2f | 
இதை ( 1 ) -இல் பிரதியிடின் , 

xx + xx + 23 

( x - x ) 

Yi + y + 2f 
Q புள்ளி P புள்ளியை நெருங்கி முடிவில் அத்துடன் பொருந்து 
வதால் x2 = x1 , ye =y1 ஆகும் . இதை ( 4) -இல் பயன்படுத்தினால் , 


y - y = 

( x - x ] ) என்றாகும் . 

} 1 + f | 
( அ - து ) ( y - y ) ( y1 + f ) + { x - x ) ( x + g ) = 0 

(அ - து ) xx ] + 1 + gr + fy = x + y * + gxi + fy 
இருபக்கமும் gxx + fy : + c- ஐக் கூட்ட , 
xx1 + yy1 + g ( x + xi ) + f ( y + Y ) + c 
= x + Y1 * + 2gx + 2fy : + c = 0 

[சமன்பாடு ( 2 )-இன் படி ) . 
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எனவே , x + } " + 2gx + 2fp + c = 0 வட்டத்திற்கு (xy , y ) 
புள்ளியிடத்துத் தொடு கோடு 

xx + yy1 + g( x + x ; } + f ( y + y ) + c = 0 


கிளை : x2 +y " = a2 வட்டத்திற்கு {x1 , y ] ) புள்ளியிடத்துத் 
தொடுகோடு XX | + yy ] -a = 0 . 


வட்ட மும் வெட்டும் 


4:10 . y = mx + c கோடும் , x2 + y = € 
புள்ளிகள் 

y = mx + c 
x + y = a " 


இவைகள் வெட்டும் புள்ளிகள் இரு வளைவரையின்மீதும் 
இருப்பதால் இப் புள்ளிகளைச் சமன்பாடுகள் ( 1 ) , ( 2 ) -ஐத் தீர்வு 
காண்பதன் மூலம் பெறலாம் . 


( 1 )-இல் y- யின் மதிப்பை ( 2 ) -இல் பிரதியிடின் , 

x " + { max + c ) a 


( அ - து ) x " ( 1 + m } + 2 /mcx + ( c " -a ) = 0. ... ( 3 ) 


இது X- இல் இருபடிச் சமன்பாடாதலால் X- க்கு இரு மதிப் 
புக்கள் உண்டு . எனவே . ( 1 ) குறிக்கும் கோடு ( 2) குறிக்கும் 
வட்டத்தை இரு புள்ளிகளில் வெட்டும் . இப் புள்ளிகளின் X ஆயத் 
தொலைகள் சமன்பாடு ( 3 )-இன் மூலங்களாகும் . 


( 3 ) - இன் தன்மைக் காட்டி ( Discriminant) 
( 2mc) : - 4 ( 1 + m ) { ce 

a ) ஆகும் . 


( அ - து ) a ( 1 + 12 ) - ( 2 , 


இதன் மதிப்பைப் பொறுத்து வெட்டும் புள்ளிகள் மெய்யான 
வையாகவோ , பொருந்துவனவாகவோ , கற்பனையாகவோ 
அமையும் . 


(அ - து ) u ( 1 + n ) - 2 > 0 எனில் , புள்ளிகள் மெய் 
யானவை . 


a ( 1 + naa ) - c 


0 எனில் , பொருந்தும் புள்ளிகளாகும் . 


a ( 1 + m" ) - c < 0 எனில் , கற்பனைப் புள்ளிகளாகும் . 
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வெட்டும் 


4 • 11 . y = mx + e கோடும் , x2 + y2 = a" வட்டமும் 

புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் கோட்டின் நீளம் 


y = mix + c 


என்ற கோடு , 


( 2) 
வட்டத்தை வெட்டும் புள்ளிகள் A { x ] , y ! ) , B(x , y, ) எனக் 
கொள்வோம் . 


A , B புள்ளிகளின் x ஆயத்தொலைகள் பின் வரும் சமன்பாட்டி 
லிருந்து கிடைக்கப் பெறும் . 


x ? ( 1 + me ) - 2mcx + ( c2 - a ) = 0 

( 3 ) 
[ பத்தி 4.10 , சமன்பாடு 3 ] 


2mc 


* x + x , = 


1 + m2 


1 + me 


மேலும் , A , B புள்ளிகள் y = mx + c கோட்டின் மீதும் அமைந் 
திருப்பதால் , 

Y1 = mtx1 + c , y = mx, + c 


* yi - ys = m ( x - x , ) . 


AB2 = 


( x - x;} + (yy - y , ) 
( x - x ,) + m2( x - xz ) ? 
( 1 + m ) ( x - x2) 
: ( 1 + m ) [ (x + xp) - 4xxx, ] 
( 1 + m2 ) 4mc 

4 (c - a ) ) 
( 1 + m2 ) ( 1 + m ) 
4 mc2 

4 ( c2 - a ) 
1 + m | 
4m *c – 4 (c * - a2 )( 1 + ma ) 

1 + ma 
4mac " -4fc + mac - a - a m ) 

1 + m 
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4 ( a + am -2) 

1 +2 


4 [a ( 1 + 112 ) -c ) 

1 + 12 


எனவே நீளம் , 


AB = 2 


N 


( 1 + m2) -- 

1 + m 


4:12 . x2 + y ? = என்ற வட்டத்திற்கு } == YIX + ( என்ற 

கோடு தொடுகோடாவதற்குத் தேவையான கட்ப்பாடு . 


] = fix + c 


( 1 ) 


x2 + y = ? 


( 1 ) , ( 2 ) வெட்டும் புள்ளிகளின் Y ஆயத் தொலைகள் பின் 
வரும் சமன்பாட்டிலிருந்து பெறப்படும் . 


x ( 1 --- 111 ) + 2 /racx + ( c2 -- 4 ) = 0 


[ பத்தி 4.10 . சமன் பாடு 3 ) 
பொருந்தும் புள்ளிகளெனில் , 
தொடு கோடாகும் . 


வெட்டும் புள்ளிகள் இரண்டும் 
கோடு ( 1 ) , வட்டம் ( 2 ) .க்குத் 


( அ - து ) கோடு ( 1 ) , வட்டம் ( 2 ) -க்குத் தொடுகோடெனில் , 
சமன்பாடு ( 3)-இன் மூலங்கள் சமமாகும் . 


எனவே , சமன்பாடு ( 3 )-இன் தன்மைக் காட்டி பூச்சியமாகும் 


. 


4mc2 - 4 { 1 + 2 ) ( 03 


( அ - து ) a { 1 + m ? ) - 2 = ) 


. 


3 = a , ( 1 + 1112 ) , 


(அ - து ) 


c = + 1 + m2. 


எனவே , y = mix + av1 + 1112 என்ற இரு கோடுகளும் 11 - இன்" 
அனைத்து மதிப்புக்களுக்கும் x2 + y = a வட்டத்தின் தொடு 
கோடுகளாகும் .. 
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பிறிதொரு முறை 

x + y = a ’ வட்டத்திற்கு ( xy , y1 ) புள்ளியிடத்துத் தொடு 
கோடு xx1 + y ) : - a = 0 . 


( அ - து ) y = - 


இதை } = mxe- யுடன் ஒப்பிடின் , 


a 


1 = 


( ii ) 


Y1 


(அ - து ) x ) = -- VI • 


( x1 , y1 ) புள்ளி x + y = a வட்டத்தின் மீதுள்ளதால் , 

x1 * + y = u . 
( அ - து ) m y12 + y = 

= 12 
y12 ( 1 + m ) 


* 


1 + m = 


(அ - து ) Vi + m2 = 


2 


- 


ஆனால் , ( ii ) - இன் படி . ( = 


• 1 + m2 . 


} | 


எனவே , y = x + c , x2 + y : = d வட்டத்திற்குத் தொடு 
கோடெனில் , தேவையான கட்டுப்பாடு , 

c = av1 + m " . 


a 


am 


மேலும் y = 


N1 = --mly 


N1 + 111 


11 - + n | 


கோடு வட்டத்தைத் தொடும் புள்ளி , 


- Cril 


1 + m 


11 + m) 


பிறிதொரு முறை 

y == 1m1X + c ( 1 ) கோட்டிற்கு x + y = u ( 2 ) வட்டத் 
தின் மையத்திலிருந்து ( 1 )-க்கு வரையும் செங்குத்துக் கோட்டின் 

1. வ. - 7 
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நீளம் ( 2 )-இன் ஆரத்திற்குச் சமமெனில் கோடு ( 1 ), வட்டம் 
( 2 )-க்குத் தொடுகோடாசம் . 

வட்டம் ( 2 ) -இன் ஆரம் a 
வட்டம் ( 2 )-இன் மையம் ( 0 , 0 ) -விலிருந்து y = mx + c கோட்டிற்கு 
வரையப்படும் செங்குத்துக் கோட்டின் நீளம் 

# 11 + m | 


C 


* 1 + m 


( அ - து ) c = =a1 + me 
எனவே , தேவையான கட்டுப்பாடு c = = avi + m . 


4.13 , ஒரு புள்ளியிலிருந்து x : + y ? வட்டத்திற்கு இரு தொடு 

கோடுகள் வரையக்கூடும் . 
புள்ளி (x1 , 1 ) எனவும் , வட்டம் x2 +ye = a2 எனவும் கொள் 
வோம் . 


x + y* = a " வட்டத்திற்கு வரையப்படும் தொடு கோட்டின் 
சமன்பாடு y = fnaX + av1 + m2 ( m ஒரு மாறி ) 


இது { x1 , y1 ) புள்ளி வழிச் சென்றால் , 

} 1 = mix ] + avi + me 





( அ - து ) ( y1 --- YPIX 1 ) 2 = a2 { 1 + in ) 

m (x - a ) - 2xyyzm + ( y * - a )= 0 . 
இது 171- இல் இருபடிச் சமன்பாடு . எனவே 1 - க்கு இரு மதிப்புக்கள் 
உண்டு. 111-இன் ஒவ்வொரு மதிப்புக்கும் ஒரு தொடுகோடாக 
இரு தொடுகோடுகள் உண்டு . 

எனவே , (x1 > y1 ) புள்ளியிலிருந்து x2 + y = a2 வட்டத்திற்கு 
இரு தொடுகோடுகள் வரையக் கூடும் . 


மாதிரி 6 : 3x - 4y - 7 = ( ) கோட்டிற்கு 

இணையாக 
x + y2 - 2x - 4y - 4 = () என்ற வட்டத்திற்கு வரையப் 
படும் தொடு கோட்டின் சமன்பாடு காண்க . 

x2 + y - 2x - 4y - 4 = 0 
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( 1 ) 


. 


( அ - து ) ( x - 1 ) + {y - 2) : = 32 


வரையப்படும் 


3x - 4y - 7 = 0 கோட்டிற்கிணையாக 
தொடுகோடு 3x - 4y -|- k = 0 ஆகும் . 


வட்ட மையம் ( 1 , 2)-இலிருந்து 3x -- 4y + k = 0 - க்கு 
வரையும் செங்குத்துக் கோட்டின் நீளம் , 
3 ( 1 )- 4 ( 2 ) + k | 

k - 5 
= 132 + 4 

= 5 


இது வட்ட ஆரத்திற்குச் சமமாதலால் , 


k- 5 
+ ) 


, 


k = 5 - 15 


(அ - து ) k = 20 , - 10 . 


எனவே , தொடு கோட்டின் சமன்பாடு , 

3x - 4y + 20 = 0 
3x - 4y - 10 = 0 . 


மாதிரி ? : x + y2 = a ? வட்டத்தின் தொடுகோடுகளுக்கு 
{ a , 0 } புள்ளியிலிருந்து வரையப்படும் செங்குத்துக்கோடுகளின் 
அடிப் புள்ளிகளின் இயங்குவழி , 

( x + y * -CR ) = a [ ye + ( a - x ) ] 
என நிறுவுக . 

x2 + y : = a2 வட்டத்தின் தொடுகோடு 
y = mx + ay 1 + ma 

( 1 ) 


இத் தொடுகோட்டிற்குச் செங்குத்தாக ( a , d ) புள்ளி வழிச் 
செல்லும் கோட்டின் சமன்பாடு , 


1- ) 


( x - a ) 


17 


1 


( அது ) } = 


( x - a) 


( 2 ) 


12/ 
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இவைகள் இரண்டும் புள்ளி (x ] > y } } எனில் , { 11 , 11) - இன் 
இயங்கு வழிக் காணச் சமன்பாடுகள் ( 1 ) , ( 2 ) -இலிருந்து 12 - ஐ 
நீக்கவேண்டும் . 


( 2 )-இலிருந்து 11 = 


P1| 


இதை ( 1 )-இல் பிரதியிடின் , 


2 


d- * 1 
yi 


X1 + a ) 


1 


( அ - து ) y = { a - x } } x } + ayy : + { a 


( x128 + y 2 – axy ) = ar{ } } 2 + {a - x] } 2 
( அ - து ) ( x * + F 2 - ax ) = a [ y1 " + (a - x } ] 
எனவே , ( x1 , y ) புள்ளியின் இயங்கு வழி 

( x + y - ax ) = a [y * + {a - x ) 2 ] . 


மாதிரி 8 : y = xX - + c கோடு x2 + x = a ? வட்டத்தில் 
ஏற்படுத்தும் நாணின் நீளம் 25 எனில் , c2 - ( 1 + me ) { a-- 52 } 
என நிறுவுக . 


பத்தி 4-11 - இன் படி நாணின் நீளம் , 

2 < a ( 1 + m ) - c 

1 + m 


இது 25 - க்குச் சமமெனில் , 

2va (1 + m ) - c 

V1 + m2 


= 25 


( அ -- து) ( a 

( 1 + m ) - e = b ( 1 + m ?). 
a . ( 1 + m " ) - c = h ? ( 1 + m ) 
t = c ( 1 + m ) - b ( 1 + : n ) 


( அ - து ) c = ( 1 + m ) (a * - 52 ) . 
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மாதிரி 9 + ( 1 , 2 ) புள்ளி வழிச் செல்லும் வட்டம் இரண்டு 
ஆயங்களையும் தொடுகிறதெனில் , அவ் வட்டத்தின் சமன்பாடு 
காண்க . 


வட்டத்தின் சமன்பாடு , 

x * + y * + 2gx + 2fy + c = 0 
எனக் கொள்வோம் . 


( 1 ) 


* 


இது x ஆயத்தைத் தொடுமெனில் ( 1 )-இன் மையத்தின் 
V ஆயத் தொலை அதன் ஆரத்திற்குச் சமமாகும் . 

--f = vg + f % - c 
( அ- து ) f = g + f - c அல்லது g - c = 0 ... ( 2) 
இவ்வாறே வட்டம் y ஆயத்தைத் தொடு மெனில் , 

g = g + f - அல்லது f - c = 0 
வட்டம் ( 1 ), புள்ளி { 1 , 2 ) வழிச் செல்லுவதால் , 
1 + 4 + 2g + 4f + c = 0 . 

( 
சமன்பாடுகள் ( 2), ( 3 ) , ( 4 )-ஐ விடுவிப்பின் , 

g = -1 , f = 1 , c = 1 ; g = 5 , f = -5 , c == 25 
எனவே , வட்டம் 

x2 + y - 2x - 2 ) + 1 = 0 
x + y - 10x -- 10y + 25 = 0 . 


(3) 
(4) 


| C9, -H ) 


ஆரம் 


x ஆயம் 


படம் 32 
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4.14 . செங்கோடு ( Normal ) 

வரையறை : ஒரு வளை வரைக்கு P புள்ளியிடத்துத் தொடு 
கோட்டிற்குச் செங்குத்தாக P வழிச் செல்லும் நேர்க்கோடு 
P- யிடத்துச் செங்கோடு எனப்படும் . 


4:15 . x + y : + 2gx + 2fj + c = 0 வட்டத்திற்கு P ( x1 , } } } 

புள்ளியிடத் துச் செங்கோடு . 


( 1 ) 


x + y ? + 2gx + 2fy + c = 0 
வட்டத்திற்கு P { x } } 1 ) புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு . 


xx1 + yy1 + g ( x + x ] ) + f { y + y ) + c = 0 


( 2 ) 


( அ - து ) x ( x ] + g) + y [yi + f ) + ( gx ] + fy1 + c ) = 0 


. 


தொடுகோட்டின் சரிவு = 


x1 + 3 | 
1 +1 ) 


எனவே , செங்கோட்டின் சரிவு 


1+ f 
X1 + g 


செங்கோடு P { x1 , 11 ) புள்ளி வழிச் செல்வதால் P யிடத்துச் 
செங்கோட்டின் சமன்பாடு , 


+ 
) - Y1 = 

( x - X ) 
X1 + 3 


( அ - து ) - ( x + g ) ( y - y1 ) + ( y1 + f ) ( x – x ) = 0 


( அ - து ) 


x(y1 + f ) - ) ( x + g) + ( gy | - fx ) = 0 . 


கிளை : x2 + y = a வட்டத்திற்கு 
யிடத்துச் செங்கோடு xly - xy1 = 0 . 


P ( xl , yx ) புள்ளி 


4:16 . தொடுகோடுகளின் தொடு நாண் - வரையறை ( chord of 

contact of tangents ) 

ஒரு வட்டத்திற்குப் புறத்தே உள்ள P என்ற புள்ளியிலிருந்து , 
வட்டத்திற்கு வரையப்படும் PQ , PR என்ற தொடுகோடுகளின் 
தொடு புள்ளிகள் , Rஐச் சேர்க்கும் கோடு தொடுகோடுகளின் 
தொடுநாண் எனப்படும் . 


வட்டம் 
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4:17 . x2 + y + 2gx + 2fy + c = 0 வட்டத்திற்கு P( x1 , y1 ) 

என்ற புள்ளியிலிருந்து வரையும் தொடுகோடுகளின் தொடு 
நாணின் சமன்பாடு . 


( x2,32 ) Q ] 


(33,93 ) R 


படம் 33 . 


வட்டம் x2 + y2 + 2gx + 2 / p + ( = 0 


P , Q , R என்ற புள்ளிகளின் ஆயத்தொலைகள் முறையே 
( x1 , } 1 ), {x,, F2 ) , { xy < is ) எனக் கொள்வோம் . 


Q ( x ) , } 2 ) புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு 

xx ; + yy ? + 3{x + xg ) + f ( y + y ) + c = 0 
இது , P ( xy , y 1 ) வழிச் செல்கிறது . 


xx , + F1Y : + g { x : + x ) + fy + yz ) + c = 0 ... ( 2 ) 
R (xg , ys ) புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு 

xxy + yys + g (x + xg ) + fly + ys ) + c = 0 
இது , P(xy1 ) வழிச் செல்கிறது . 


ஃ x1x s + yays + g (x + xg ) + fiy + y3 ) + c = 0 ... ( 3 ) 

xx + yy : + g (x + xx ) + f ( y + y ) + c = 0 ... ( 4 ) 
என்ற சமன்பாட்டை எடுத்துக்கொள்வோம் . 


இச்சமன்பாடு குறிக்கும் கோடு ( 2 ) -இன்படி 
வழியும் , ( 3 ) -இன்படி R (xg , y3 ) வழியும் செல்கிறது . 


Q ( x , y , ) 
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எனவே , QR-இன் சமன்பாடு , 
xx1 - + yy1 + g {x + x1 ) + f ( y + y ) + 0 = 0 


ஆகும் . 


4.18 . இசைப் புள்ளியும் , இசைக் கோடும் ( Pole and Polar ) 

வரையறை : வட்டத்தினுள்ளே அல்லது வெளியே உள்ள 
P புள்ளி வழிச் செல்லும் கோடு வட்டத்தை Q , R புள்ளிகளில் 
வெட்டினால் , Q , R புள்ளிகளிடத்து வட்டத்திற்கு வரையும் தொடு 
கோடுகளின் வெட்டும் புள்ளியின் இயங்கு வழி , புள்ளி P- யின் 
வட்டத்தைச் சார்ந்த இசைக்கோடாகும் . P புள்ளி இசைக் 
கோட்டின் இசைப் புள்வி எனப்படும் . 


4.19 . 


{ x1 , } 1 ) புள்ளியின் x + ye + 2gx + 2fy + c = 0 
வட்டத்தைச் சார்ந்த இசைக் கோட்டின் சமன்பாடு 


P 


R 


T ( K , t ) 


படம் 34 . 


P ( x ] , } 1 ) வழிச் செல்லும் கோடு வட்டத்தை Q , R புள்ளி 
களில் வெட்டுகிறது எனக் கொள்வோம் . Q , R புள்ளிகளிடத்து 
வட்டத்திற்கு வரையும் தொடு கோடுகள் T ( h , k ) என்ற புள்ளியில் 
வெட்டுகின்றன எனக் கொள்வோம் . 


Q , R என்னும் கோடு T ( h , Ic ) - யிலிருந்து வட்டத்திற்கு 
வரையும் தொடுகோடுகளின் தொடு நாண் . எனவே , Q R - இன் 
சமன்பாடு , 

xh + rk + g ( x + h ) + f ] + k ) + ( = () 


இது P ( xy , y1 ) புள்ளி வழிச் செல்கிறது . 


xih + yik + g (x : + ft ) + fry + k ) + c = 0 . 


வட்டம் 
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எனவே , T ( h , k ) புள்ளியின் இயங்கு வழி 

xx1 + yy1 + g ( x + x1 ) + f { y + y ) + c = 0 


P { x , y , ) புள்ளியின் இசைக்கோடு , 
xx ] + * 1 + g{x + x1 ) + f ( y + yr ) +6 = 0 . 


கினை : 


x + ye = a2 என்ற வட்டத்தைச் சார்ந்த P[x ] , y ! ) 
புள்ளியின் இசைக்கோடு xx ) + yy1 - a = 0 , 


4-20 . Ix + my + i = 0 கோட்டிற்கு x --- = a வட்டத்தைச் 

சார்ந்த இசைப்புள்ளி . 


( 1 ) 


Ix + rly + 1 = 0 
கோட்டின் இசைப் புள்ளி (xy , } ) ) எனக்கொள்வோம் . 


இப் புள்ளியின் x + y = வட்டத்தைச் சார்ந்த இசைக் 
கோடு xx + yyr - a = 0 

( 2) 


சமன்பாடுகள் ( 1 ) , ( 2 ) ஒரே கோட்டினைக் குறிக்கும் . 


T 


12 


. 


X ] 


11 


--a ? 


-ana 


எனவே , 


] = 


N 


7 


. Ix + my + 1 = 0 


கோட்டின் இசைப்புள்ளி , 
-aH 


( 


17 


Y 


4-21 . P ( x , y1 ) புள்ளியின் இசைக்கோடு Q ( x,, y , ) புள்ளி 

வழிச் செல்லின் , Q-வின் இசைக்கோடு P வழிச் செல்லும் . 


--- 


( 1 ) 


வட்டத்தைச் சார்ந்த P( x , y1 ) புள்ளியின் இசைக்கோடு 


xx1 + yy : -a = () 


( 2 ) 


இது Q ( xy . y:) வழிச் செல்லும் . 
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( 3 ) 


ஃ x2X1 + yay : - a = 0 
Q [ xy , y:) புள்ளியின் ( 1 ) -ஐச் சார்ந்த இசைக்கோடு 

r, + yys - a = 0 
இது ( 3 ) -இன்படி P ( x1 , yr ) புள்ளி வழிச் செல்லும் . 


4-22 . துணையியப் புள்ளிகளும் , துணையியக் கோடுகளும் 

( conjugate points , conjugate lines ) 

ஏதேனும் இரு புள்ளிகளில் , வட்டத்தைச் சார்ந்த 
ஒன்றின் இசைக்கோடு மற்றதன் வழிச் செல்லின் , அப்புள்ளி 
களிரண்டும் வட்டத்தைச் சார்ந்த துணையியப்புள்ளிகள் எனப் 
படும் . 

ஏதேனும் இரு கோடுகளில் , ஒரு வட்டத்தைச் சார்ந்த 
ஒன்றின் இசைப்புள்ளி மற்றதன் மேலிருப்பின் அவ்விரு கோடு 
களும் துணையியக் கோடுகள் எனப்படும் . 


4-23 . 14x + #ily + i = 0 , 1.x + 11 ? py + 12 

என்ற 
இருகோடுகளும் x2 -- " = வட்டத்தைச் சார்ந்த துணை 
யியக் கோடுகளாக இருப்பதற்குத் தேவையான கட்டுப்பாடு . 
lyx + my + n = 0 என்ற கோட்டின் 

இசைப்புள்ளி 
( x , y1 ) எனக் கொள்வோம் . 
எனவே , பத்தி 4.21 - இன் படி X1 = 

-al 


+ 119 


இப் புள்ளி 19x + illey + n = 0 கோட்டின் மீதிருப்பின் , 
a1 

a m / 
1 , + :11 , 

= 0 
11 

1 . 
a *-la - a * 1mg + n 12 g = 0 . 
( அ - து ) all19 + amym2 = nghe 

கோடு !-இன் இசைப் புள்ளி கோடு 1 -இல் இருப்பின் , 1 - இன் 
இசைப்புள்ளி கோடு !-இல் இருக்கும் . 


4-24 . குறியீட்டு முறை ( Notation ) 

S = x + y: + 2gx + 2fy + c = 0 எனில் , 
S1 = x + y ] * + 2gx1 + 2fy1 + c , 

1 = xx1 + yy : + g( x + x ] ) + f( y + y1 ) + c 
எனக் கொள்வோம் . 


வட்டம் 
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4:25. (x1 , } 1 ) புள்ளியிலிருந்து x2 + y + 2gx + 2fy + c = 0 

வட்டத்திற்கு வரையும் இரட்டைத் தொடுகோடுகள் . 


P ( 7- y ) 


படம் 3 .. 


சமன்பாடு , 


P ( x1 ! } 1 ) புள்ளி வழிச் செல்லும் கோட்டின் 
x – RI 

} - 1 ) 

sing 
எனக் கொள்வோம் . 


( 1 ) 


cos 


இக்கோட்டின் மீதுள்ள யாதேனும் ஒரு புள்ளியின் ஆயத் 
தொலைகள் ( x1 + r cos g , } 1 - r sin 9 ) ஆகும் . 


இக் கோடு வட்ட த்தைச் சந்திக்குமிடங்களில் , 
( x + r cos a) * + { y1 + r sin a) : + 2g { x : + r cos 9 ) 

- + 2f( y1 + I sin a) + c = 0 . 
(அ - து ) r2 + 2r [{ x + g) cos ) -- ( y1 + f) sin 0} 

+ x + y1 * + 2gx1 + 2fy1 + c = 0 .-- ( 2 ) 


இது -இல் இருபடிச் சமன்பாடு . எனவே , " இரு மதிப்புக்கள் 
கொண்டிருக்கும் . அவைகளை r.r , எனக் கொண்டால் , 11, r , 
என்பவை P- யிலிருந்து கோடு வட்டத்தை வெட்டும் புள்ளிகளான 
Q , R- இன் தூரங்களைக் கொடுக்கும் . 


Q , R புள்ளிகள் . வில் பொருந்தும் புள்ளிகளெனில் நாண் 
QR , Q இடத்துத் தொடுகோடாகும் . 


(அ - து ) சமன்பாடு ( 2 )-இன் மூலங்கள் சமம் . எனவே , 
(2 ) -இன் தன்மைக் காட்டி ( discriminant ) பூச்சியமாகும் . 
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எனவே , 4[( x + g) cosa + (y1 + f ) sin g ) 

= 4 (x2 + y = -- 2gx1 + 2 + c ) 


( அ -து ) [ ( x + g ) cos 9 + (y1 + f ) sin an * = S. 


( 3 ) 


( 1 ) -இலிருந்து cos 0 = -1 , sin a 


9- 11 


r = ( x - Ky ) + (y - y ) 


இதை ( 3 ) -இல் பிரதியிடின் 


[crs + 2 ) * - * + Cy : + n "; "ட) - s . 


(அ - து ) [[ x - x )( x -- S ) + {y1 + f ) { y- } x } ] ; = r"S1 

= [{ x - xx) + (y - j ) ] S1 


{ அ - து) { {xx } + yy1 + gx + fy ) - ( x1 * + yi + gxi + fyx ] ] " 

= { ( x + y ) + ( x + y1 * ) – 2 ( xxx + yyx ] ] S1 


( அ - து ) [[ xx + yy1 + g { x + xx ) + fy + y1 ) + c) 

- ( x * + y * + 2gx1 + 2fy -+ c ) * 


{ { x + y + 2gx + 2fy + c ) + ( x ) * + yr + 2gx1 fy1 + c ) 
- 2( xx1 + 91 + g { x + xy) + f ( y + y ) + c)} S , 
ஃ { T – Si] = [ s + S1 – 2T ] S1 

T + S – 2TS ) = SS1 + S1 * - 2FS ) 
( அ - து ) T2 = SS , 


எனவே , இரட்டைத் தொடுகோடுகளின் சமன்பாடு 


T ? = SS1 


( அல்லது ) 
( xx ] + yy1 + g ( x + x ) + fy + Y ) + c ) * 

( x + y + 2gx + 2fy + c ) [ x ] * + yi + 2gx1 + 2fy1 + c ) 
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4-26 . ( x , y : ) - ஐ நடுப் புள்ளியாகக் கொண்ட வட்டத்தின் நாண் 

வட்டம் x + y + 2gr + 2fy + c = 0 


நாண் PQ , அதன் நடுப் புள்ளி R { xy , 1 ) எனக் கொள்வோம் . 


R { z}, y ) 


படம் 36 . 


R ( x ] } 1 ) புள்ளி வழிச் செல்லும் கோட்டின் சமன்பாடு , 


sinal 


cos 
என்போம் . 


இக் கோட்டின்மீதுள்ள யாதேனும் ஒரு புள்ளியின் ஆயத் 
தொலைகள் , ( x + r cos 9. Y1 + r sin 9 ). 


இக் கோடு வட்டத்தை P, Q புள்ளிகளில் வெட்டும் எனக் 
கொள்வோம் . வட்டத்தை வெட்டுமிடங்களில் , 

( x + r cos () * + ( y1 + r sin G )" + 2g( x + r cos 9) 

+ 2f ( ) + r sin o ) + c = 0 . 


( அ - து ) r + 2 [ { x + g) cos 0 + {y1 + f ) sin a]r 

+ ( x1 * + y1 * + 2gx1 + 2fy1 + c ) = 0 ... ( 2) 
இது 7 - இல் இருபடிச் சமன்பாடாதலின் , 7 இரு மதிப்புக்கள் 
கொண்டிருக்கும் . அவை 11 , 1, என்போம் . r > rp என்பவை . 
( x1 , yx ) புள்ளியிலிருந்து Q , P புள்ளிகளின் தூரங்களைக்கொடுக்கும் . 

PQ-வின் நடுப்புள்ளி ( x1 } 1 ) ஆதலால் , 

rl + ry = 0 . 
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( அ - து ! சமன்பாடு { 2 ) -இன் மூலங்களின் கூட்டுத்தொகை 
* பூச்சியமாகும் . 


{ x + g ) cos ) + { y ] + f) sin 0 = 0 


( 3 ) 


X - XI 


( 1 ) -இலிருந்து 


cos 0 . 


- ) 
T 


= sin G 


f 


இதை ( 3 )-இல் பிரதியிடின் , 


( x + ) 1 


* - * ) + (y1 + 7 ( ) 


= 0 


( அ - து) (x1 + g ){ x - x ) + ( p1 + f { y - y ) = 0 


xx ] + yy1 + gx + fy = x + y 2 + gx ) + fyz 


இரு பக்கமும் gx ] + fy + c- ஐக் கூட்ட , 
N1 + yy + g( x + x ) + f ( y + y ) + c 

= x 2 + y 2 + 2gx1 + 2jy1 --- c 
( அ - து ) T = S. 


- பிறிதொரு முறை 


P 


R ( x , y ) 


eQ 


C (-9, - ) 


படம் 37 . 


வட்டம் x " + y + 2gx + 2fy + c = 0 எனில் , 
வட்ட மையம் ( -g . -f ) 
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. வட்டமையம் எனவும் , நாண் PQ எனவும் கொள்வோம் . 


நாணின் நடுப் புள்ளி R { x ; > yi ) 


CR-இன் சரிவு = 

Y1+ f 

1 + g 
PQ- வின் சரிவு 

x1 + g 

( :: Pa | CR) 

J1 + f | 
. PO- வின் சமன்பாடு , 

X_+ 3 
- } = - 

- ( x - xy ) 

} + f | 
( அ - து ) { x - x ] ) { xt + 3 ) + ( y - y ) y + f ) = 0 . 


. 


xx + y} 1 + gx + fy = x + y + gxi + fy , 
இரு பக்கமும் gx ; + fy ) + ( -ஐக் கூட்ட , 
xx ] + y } : + g (x + x ] ) + fiy + y ) + c 

= x 2 + y 2 + 2gx , + 2fy , + c 


( அ - து ) T = S1 . 


மாதிரி 10 : * + 7y - 11 = 0. 3x + y - 2 = 0 என்ற 
கோடுகள் x + y3 - 8x - By + 5 = 0 வட்டத்தைச் சார்ந்து 
துணையியக் கோடுகள் என நிறுவுக . 


( 1 ) 


x +-7y - 11 = 0 
இசைப்புள்ளி ( x , y1 ) எனக் கொள்வோம் . 


14 . 


( 2 ) 


( x + y ) புள்ளியின் x2 + y : - 6x - By +5 = 0 
வட்டத்தைச் சார்ந்த இசைக்கோடு . 


XX ] + yy ! - 3 (x + x ) – 30y + y ) + 5 = 0 . 


( அ - து ) x { x ] -3) + y ( y1--3 ) - (3x1 + 3y1-5 ) = 0 ( 3 ) 
சமன்பாடுகள் ( 1 ) , ( S ) ஒரே கோட்டைக் குறிக்கும் . 


3 





X1 

1 


3x1 + 3y1-5 

11 


7 


முதலிரு விகிதங்களிலிருந்து 7x ; 


21 = 11 - 3 
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( அ - து ) 7x - y = 18 


( 4 ) 


இரண்டாவது மூன்றாவது விகிதங்களிலிருந்து , 

11/1 - 33 = 21x + 2171 - 35 


( அ - து ) 21 x1 - 10] = 2 

( 5 ) 
சமன்பாடுகள் ( 4) , ( 5 )-ஐ விடுவிப்பின் 31 = 2 , Y1 = - 4 . 


எனவே , கோடு ( 1 ) -இன் வட்டம் ( 2 ) ஐச் சார்ந்த இசைப் 
புள்ளி ( 2 , -4 ) . 


இப் புள்ளி 3x + - 2 = 0 என்ற கோட்டின் மீதுள்ளது 
கண்கூடாகும் . 


என்பவை 


எனவே , x -- 7 / - // = 0 , 3x + )! - 2 = 0 
வட்டம் ( 2 ) -ஐச் சார்ந்த துணையியக் கோடுகளாகும் . 


மாதிரி 11 : x + = [/ " வட்டத்தின் நாண் ( h , k) புள்ளியில் 
செங்கோணத்தை ஏற்குமெனில் , அந்நாணின் இசைப்புள்ளியின் 
இயங்கு வழிக் காண்க . 


நாண் AB எனவும் , அதன் இசைப்புள்ளி ( x } 1 ) எனவும் 
கொள்வோம் . 


( x ) புள்ளியின் x + y = a2 
வட்டத்தைச் சார்ந்த இசைக் கோடு xx1 + y ? 1 – a = 0 . 


(அ - து ) AB- யின் சமன்பாடு xxx + yy : - a = 


0 .... { 2 } 


சமன்பாடுகள் ( 1 ) , ( 2 )-இலிருந்து இரண்டும் வெட்டும் புள்ளி 
களின் ஆயத் தொலைகளைப் பெறலாம் . வெட்டும் புள்ளிகள் A , B 
ஆகும் . அவைகளின் ஆயத் தொலைகள் முறையே {x,, ye ) , 
( rg , 1s ) என்போம் . 


as - Rx1 | 


( 2 )-இலிருந்து y = 





a – xX1 


2 


இதை ( 1 ) -இல் பிரதியிட x + 


) 


11 
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( அ - து ) x [ x ] * + y ) - 2a " x | x + a ( a - y ] " ) = 0 . 
இது X- இல் இருபடிச் சமன்பாடு . இதன் மூலங்கள் A , B புள்ளி 
களின் x ஆயத் தொலைகளாகும் . 


2a x ; 
X : + x = 

x * + y 


( i ) ; x , x3 


x + y 


2011 ; ( iii ) ; yeys 


இவ்வாறே y : - + y3 


a " ( a 
X1 " + y1 


(iv ) . 


உ 


x1 * + } 


90 ° ஆதலின் 


crh , k ) புள்ளியில் AB ஏற்கும் கோணம் 
CA , CB கோடுகள் தம்முள் செங்குத்தானவை . 


} , 


CA- இன் சரிவு 


CB- இன் சரிவு 


13 -k 
X3 - 


J s -k 
x - 


= -1 : [ : 


CA I CB] 


(அ - து ) { xp - h ) (x3 - h ) + { } s - k ) ( ys - k ) = 0 . 


( அ - து ) xpxg - ht ( x2 + xs ) + } + y2y3 - k (y : + yg ) 

- k = 0 


இதில் ( i } , ( ii ) , ( iii ) , (iv) - ஐப் பிரதியிடின் , 
a ( a – yie ) 

h 
X - + y 

x1 * + y1 


2ay1 


a ( a - x2 ) 
x + y1 


20x1 


-k 


* + k = 0 . 


(அ - து ) ( he + k ) ( x1 * + y ) --- 2a ( x k + yzh) 

- a (x2 + ye - 2a ) = 0 


( அ- து ) (x ) " -+ } } )(h + k - a ) - 2a (xk + y - a ) = 0 . 


எனவே , {x } , y1 ) - இன் இயங்கு வழி 

( x + y ) ( h2-+ k -ா ) = 2a ( xk yh + a ) . 


ப . வ . - 8 
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மாதிரி 12 : ஒரு புள்ளியிலிருந்து ( x + y + 2gx - 2fy - c = 0 
வட்டத்திற்கு வரையப்படும் தொடுகோடுகள் தம்முள் செங்குத்து 
எனில் , அப்புள்ளியின் இயங்கு வழி x + y + 2gx + 2f y + 2c - g3 

என நிறுவுக . 


வட்டம் x + y – 2gx + 2fy + c = ( } 


( 1 ) 


11 . 


புள்ளி P(xy ) - யிலிருந்து வட்டம் ( 1 ) -க்குத் தொடுகோடுகள் 
வரையப்பட்டுள்ளன எனக் கொள்வோம் . 
இரட்டைத் தொடுகோடுகளின் சமன்பாடு , 


T2 = SS1 


( அ - து ) [ xxx + y } 1 + g ( x + x1 ) + f ( y + y ) + c ] 
= { x + y + 2gx + 2fy + c) {x1 " + y1 " 

+ 2gx1 + 2fyi + c ) . 


-- 


இதில் x -இன் கெழு 
-- 2 / y + c ) . 


( x + y1 * + 2gx1 


y ” -இன் கெழு = (y1 + f ) - (x - y1 + 2gx1 + 2fy1 + c) . 


இரட்டைத் தொடுகோடுகள் தம்முள் செங்குத்தாய் வெட்டிக் 
கொள்ளுமெனின் , 

x - இன் கெழு + -இன் கெழு = 0 . 


ஃ (x1 + g ) + ( y1 + fj - 2( x + y1 + 2gx + 2fy1 + c ) = 0 


( அ - து ) x / + g ) + (y1 + f ) " 

2 ( x1 * + y + 2gx: + 2fyi + c ) 
xy " y12 + 2gx + 2fy1 + g + f ” 

2 ( x + y1 + 2gx1 + 2fy1 + c) 
x + y1 

+ 2gxt + 2fy1 + 2c - g * -f = 0 
எனவே , ( x ] > y1 ) புள்ளியின் இயங்கு வழி 

x + y + 2gx + 2fy + 2c - g _ f : = 0 


மாதிரி 13 : x + y - 5x + y - 14 = 0 வட்டத்திற்கு ( 2 , -5) 
புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடும் , செங்கோடும் காண்க . 


வட்டம் x : + y - 5x + y - 14 = 0 , 
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( அ - து ) ( 2 , -5 ) புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு , 

1 
x.2 + y ( -5 ) - 3 (x+ 2) + 

2 


( y - 5 ) -14 = 0 


1 


5 


(அ - து ) 2x - 5y 


5 
2 


-- 14 = 0 


( அ - து ) 4x - 10y - 5x - 10 + y - 5-28 = 0 


( அ - து ) x + 9y + 43 = 0 . 


எனவே , ( 2 , -5 ) புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு , 

x + 9y + 43 = 0 . 


1 


தொடுகோட்டின் சரிவு = 


எனவே , செங்கோட்டின் சரிவு = 9 . 


. 


( 2 , -5 ) புள்ளியிடத்துச் செங்கோடு , 

y + 5 = 9 (x - 2 ) 


(அ - து ) 9x - y - 29 = 0 . 


மாதிரி 14 : x + y = a வட்டத்தைச் சார்ந்த ( h, k ) புள்ளி 
யின் இசைக்கோடு (x --a ) "+y " = a ” வட்டத்தைத் தொடுமெனில் , 
a _2ah - k2 = 0 என நிறுவுக . 


x + y " = a வட்டத்தைச் சார்ந்த ( h , k) புள்ளியின் இசைக் 
கோடு xh + yk - a = 0 
இது {x- a ) * +y = a 

( 2 ) 
வட்டத்தைத் தொடுமெனின் ( 2 ) -இன் மையத்திலிருந்து ( 1 ) -க்கு 
வரையும் செங்குத்துக் கோட்டின் நீளம் ( 2)-இன் ஆரத்திற்குச் 
சமம் . 


ah + 0 -- a 
Vh + k ? 


( அ - து) a (h - a) = av h2 + k2 

( h - a ) = 

2al - k ? = 0 , 
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4-27 . இரு வட்டங்களின் பொதுத் தொடுகோடுகள் . 


A 


- 


Ci 


52 


D 


B 


படம் 38 


கொடுத்துள்ள இரு வட்டங்களின் மையங்கள் ( 1.C எனவும் , 
ஆரங்கள் ! ] , i , எனவும் கொள்வோம் . 


AC , BD என்ற கோடுகள் நேர்ப்பொதுத் தொடுகோடுகள் 
( direct common tangents ) எனவும் , மற்ற கோடுகள் 
குறுக்குப் பொதுத் தொடுகோடுகள் ( transverse common tangenis) 
எனவும் கூறப்படுகின்றன . 


நேர்ப் பொதுத் தொடுகோடுகள் மையங்கள் சேர்க்கும் cycy 
என்ற கோட்டை S , புள்ளியிலும் , குறுக்குப் பொதுத் தொடு 
கோடுகள் 51 புள்ளியிலும் வெட்டுகின்றன என்போம் . 51 , S , 
முறையே உள் வடிவொப்பமையம் ( internal centre of similitude) , 
வெளி வடிவொப்பமையம் ( external centre of similitude ) எனப் 
படுகின்றன . S1 , S ; புள்ளிகள் CC, கோட்டை முறையே உள்ளும் 
புறமும் ஆரங்களின் விகிதத்தில் பிரிக்கின்றன . 


4.28. 

துணை அலகு விளக்கம் ( Parametric representation ) 
ஆதியை மையமாகவும் , ஆரம் 4 அலகும் கொண்ட வட்டத் 
தின் சமன்பாடு x + y = a என நாம் கண்டோம் . 


வட்டத்தின் மீதுள்ள P என்ற யாதேனும் ஒரு புள்ளியை 
ஆதியுடன் 

சேர்க்கும் கோடு x ஆயத்துடன் ஏற்படுத்தும் 
கோணம் 9 எனில் , P. யின் ஆயத் தொலைகள் ( a cos 9 , a sin G} 
ஆகும் . 6 - வின் மதிப்புத் தெரியுமா யின் P-யின் நிலையை நாம் 
அறியலாம் . எனவே , பரிதியின் மீதுள்ள யாதேனும் ஒரு 
புள்ளியைப் புள்ளி 9 எனச் சுருக்கமாக நாம் குறிப்பிடலாம் . இம் 
முறை துணை அலகு விளக்கம் எனப்படும் . 


வட்டம் 
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4-29 . x + y = a வட்டத்தின் மீதுள்ள 9 , - புள்ளிகளைச் 

சேர்க்கும் கோட்டின் சமன்பாடு 


9 , புள்ளிகளின் ஆயத் தொலைகள் முறையே ( a cos 9, 
a sin a ) , ( a cos ¢ , asin p ) இப் புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் கோட்டின் 
சமன்பாடு , 


Y – a sin a 
( ! Sin 9 -- a sin 


x - a cos ) 
a cos ) -- a cos | 


( அ - து ) y - a sin a 

sin 
cos O 


sin 


A cos ( ) 


cos 


2 cos 


9+ . 


sin 


( x - a cos 6 ) 


9+ 
2 


2 
6 P 

2 


2 sin 


sin 


G + 


COS 


( x -- ( cos 3 ) 


sin 


9 

2 


, 


- y sin 


+ a sin a sin 


G + 
2 


2 


9+ 
= X Cos 

2 


0+ 
- ( I cos I cos 

2 


8+P 


அ - து ) 


0+ 


X COS 


+ y sin 


G + 


- 0 


cos cos 


9+ 
+ sin a sin 

2 


- (card 

( 


G + 


= a cos 


P 


= ( cos - 


2 
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எனவே , x + y" = a ” வட்டத்தின் மீதுள்ள 9. 4 புள்ளி 
களைச் சேர்க்கும் கோட்டின் சமன் மாடு . 
G + 

9-P 
X COS + y sin ) 

= Icos) 
2 

2 


9+ 


+ ysia 


G + 
கிளை 1 : x cos 

= a cos 

இதில் 

2 
P = 0 எனின் , இரு புள்ளிகளும் பொருந்தும் புள்ளிகளாகும் . 
எனவே , 9 புள்ளியிடத்துத் தொடுகோட்டின் சமன்பாடு , 


0 + 0 G + 91 

9 9 
.X COS + y sin 

= ICOS 

2 


(அ -து) x cos 9 + y sin a = a . 


கிளை 2 : (x - h ) " + ( y - k): = r " எனும் வட்டத்திற்குத் 
தொடுகோடு , 

(x - h) cos 9 + {y - k ) sin 9 = r ஆகும் . 


மாதிரி 15 : x + y ” -2x- 6y + 9 = 0 , x2 + y + 8x 
-2y + 1 = 0 வட்டங்களின் 

தொடுகோடுகளைக் 
காண்க . 


பொதுத் 


x + y " -2x - 6y + 9 = 0 


( 1 )-இன் மையம் C1 ( 1 , 3 } , ஆரம்r : = 1 + 9-9 = 1 . 
x* + y" + 6x - 2y + 1 = 0 

( 2 ) 


( 2) - இன் மையம் C , ( - 3 , 1 ) , ஆரம் , = 19 + 1-1 = 3 . 


CIC ), 

= மையங்களுக்கிடையேயுள்ள தூரம் 
= ( 1 + 3 ) : + ( 3-1} = = 


16-4 
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= 21 5 


ri + r, = ஆரங்களின் கூட்டுத்தொகை = 1 + 3 = 4 . 


C | C > rl + re 


எனவே , வட்டங்கள் வெட்டிக்கொள்ளா . 
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இவ் வட்டங்களுக்குப் பொதுத் தொடுகோடுகள் நான்கு . 
உண்டு . 


S2 


புடம் 39 . 


cy , c , கோட்டை S ) உள்ளும் S , புறமும் 3 : 1 விகிதத்தில் " 
பிரிக்கும் . 


3 { 1 ) + 1 ( -3 ) 


3 ( 3 } + ( 1 ) 1 
- 0 , 1 = 

3 + 1 


5 
2 | 


9 ( 1 ) -1 ( -3 ) 

3-1 


3 { 3 ) -- 1 ( 1 ) 

3-1 


x = -1 


எனவே , 

ST , S , புள்ளிகளின் ஆயத்தொலைகள் முறையே 
5 
0 , 

( 3 , 4 ) 


S1 புள்ளியிலிருந்து ஏதேனும் ஒரு வட்டத்திற்கு வரையும் 
இரட்டைத் தொடுகோடுகள் குறுக்குப் பொதுத் தொடுகோடு 
களாகும் . 


அவைகளின் சமன்பாடு T= SST . 


5 


[ x {0}+y ( 3 ) 


-1 ( x + ) ) - 3 


y + 


- 9 


) 


= ( x + y " - 2x- 63 + 9 ) [ 0 + 


25 

-0-15 + 9 
4 


5 + 2 ) . 


( அ - து ) { 2x + y - 3 ) 2 = ( x2 + y - 2x - 63 + 9 ) 


இதைச் சுருக்கின் , 3x + 4xy - 10x = 0 


(அ - து ) x ( 3x + 4y - 10 ) = 0 . 
எனவே , குறுக்குப் பொதுத் தொடுகோடுகளின் 

சமன்பாடுகள், x = { } , 3x + 41 - 10 = 0 . 
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S , ( 3 , 4 ) புள்ளியிலிருந்து யாதேனும் ஒரு வட்டத்திற்கு 
வரையும் இரட்டைத் தொடுகோடுகள் நேர்ப்பொதுத் தொடுகோடு 
களாகும் . 

அவைகளின் சமன்பாடு , T ? = SSI 


( அ - து ) [ 3.x + y.4 -- (x -- 3 ) - 3 ( 1 + 4 ) + 9 ] ? 

= ( x + y - 2x - By + 9 ) ( 9 + 16 - 6 - 24 + 9 ) 


இதைச் சுருக்கின் , 

3y --- 4xy + 16x - 12y = 0 , 


( y - 4 ) ( 3y - 4x ) = 0 


எனவே , நேர்ப் பொதுத் தொடுகோடுகளின் சமன்பாடுகள் 

p - 4 = 0 , 3y - 4x = 0 . 


விறிதொரு முறை 
வட்டம் ( 1 ) -க்குத் தொடு கோட்டின் சமன்பாடு , 

( x - 1 ) cos ) --- ( y - 3 ) sin 0 = 1 


இக்கோடு வட்டம் ( 2 ) -ஐத் தொடுவதற்குரிய கட்டுப்பாடு , 

( -3 - 1 ) cos G + ( 1-3 ) sin ) - 1 = + 3 . 


( அ - து ) 2 cos ) -- sin a = 1 ( அ - து ) -- 2 . 

2 cos ) -- sin 9 = 1 


4 cos G = ( 1 - sin 0 ) 


( அ - து ) 4 ( 1 - sin 0) = ( 1 - sin ) ) * 


. 


5 sin2 0 - 2 sin 9 -3 = 0 


( அ - து ) 


sing 


2 + 14 -- 60 

10 


, 


cos 9 


= 0 ( அ- து ) 4 . 


இம் மதிப்புக்களைச் சமன்பாடு ( 1 ) -இல் பிர தியிடின் தொடு 
கோட்டின் சமன்பாடுகள் , 

y = 4 , 3y -- 4x = 0 எனக் கிடைக்கும் . 
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இவ்வாறே 2 cos G + sin 0 = - 2 சமன்பாட்டிலிருந்து மற்ற 
இரு தொடுகோடுகளின் சமன்பாடுகள் , 

x = 0 , 3x + 4y -10 = 0 கிடைக்கப் பெறும் . 


மாதிரி 16 : ( a cos d , a sin <d ) , ( a cos (3 , a sin B ), (a cos Y , 
a sin Y) உச்சிகளைக் கொண்ட ஒரு முக்கோணத்தின் குத்துக் 
கோட்டுச் சந்தி (orthocentre ) , [ a { cosd + cos B + cos Y ) , 
a (sin d + sin B + sin Y ) என நிறுவுக . மேலும் சுற்றுவட்ட 
மையத்தையும் ( circumcentre) , குத்துக் கோட்டுச் சந்தியையும் 
சேர்க்கும் கோட்டை மையக் கோட்டுச் சந்தி ( centroid ) 1 : 2 
விகிதத்தில் பிரிக்கும் என நிறுவுக . 


P ( U ) 


N 


O 


M 


R ( 7 ) 


படம் 40 . 


P ( a cos d , a sia od ) , Q(a cos B, a sin B ) , R ( a cos Y , a sin Y ) 
எனக் கொள்வோம் . 


PM, QN முறையே QR , RP கோடுகளுக்குச் செங்குத்தாக 
வரையவும் . இவைகள் வெட்டும் புள்ளி குத்துக்கோட்டுச் சந்தி 
( 0 ) ஆகும் . 


QR- இன் சரிவு , 

a sin y - a sin B 
a cos Y - a cos B 


sjay - sin B 
cosY - cos B 


Y + 3 Y - B 
2 cos 

sin 
2 

2 
Y + B Y - B 
--2 sin 

sin 

2 


Y + B 
COS 

2 
Y + B 
sin 

2 
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இவ்வாறே RP- இன் சரிவு , 

B + 

2 
3+ 


COS 


sin 


எனவே , PM , QN கோடுகளின் சரிவு முறையே , 
Y + B 

B + | 
sin 

sin 

2 
Y + B 

B + d 
COS 

COS 
2 

2 


. 


PM- இன் சமன்பாடு , 


( Y + B) 


sin 


J a sin 


Y + $ { x - a cos } 


COS 


2 


( அ- து) y cos ( 7 + _B ) 


-- 


sin - (Y+ B) 


= a [sin d cos 


{ Y + B ) -cos d sin 


( Y + 3 ) 
2 


3 


= asin 2 -- 
xsin ) ( Y + B ) --ycos -3 (7+-B ) 


( அ - து ) 


B + Y 


= a sin 


L 


இவ்வாறே QN- இன் சமன்பாடு , 


x sin 


H (Y + d ) --y cos 

cos (r + d ) = a "( 4 - ] ( e ) 


sin 


சமன்பாடுகள் ( 1 ) , ( 2 ) .ஐ விடுவிப்பின் குத்துக் கோட்டுச் 
சந்தியின் ஆயத்தொலைகள் கிடைக்கும் . 


வட்டம் 
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+ d ) 


ஆல் பெருக்க , 


-y cos 


= asin 


( 3 ) , 


( 1 ) -a costa 
x sin (y +-B ) cos å ty + d ) 

( + B ) cos (Y+ d ) 

sin ( * d ) cos (od + ) 
( 23-8 cos (v+ B) HQ Gurka, 
x sind+ Y) cos (v + B1 

( y + B) 
ia (474 - B ) cos ( v + B) 


1 


- Y COS 


1 
2 


Id + Y ) cos 


a sin 


( 4 ) , 


{ 3 ) -இலிருந்து ( 4 }-ஐக் கழிப்பின் , 


- sin 


x[sin( + B ) cos ( + Y ) 

3 rd + Y ) cs ( Y + B ) ] 
= at sin ( # Y - d )esgld + Y) 

sin ( * *,- - B ) cos ( x + 33] 
x sin [ 
{ [ 
[ 

1 


Y + 8 


. 


d + 

2 


B + 2Y 


sin 


+ sio 


32 
2 


2y + d -- B 
sin 

+ sin 


d - 83 

2 


2 
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(அ - து ) 


+ sin 


x sin - ( 3 - d ) sin - 13-2r - d ) 
33-30) -- sin - (2Y + d_31+ sin 2 (d - 33) 
sin (B + 27 - d) -sin ( 27 + d )-B) 
> ( B - 3J } + sin - (d- 33) 

- 93 ) 
sasin ( 3-4} } 

명 


+ sin 


-101 


B - d 
a 12 cos Y sin 


+2 cos 


B - d 

{ - B 
+ cos 


B - d 


B - d 


COS Y sin 


2 sin 


COS 


B - d 


= a sin 


பல 


cos Y + 2 cos 

d + 3 a -B 
cos -- 

2 


B_d 
= a sin 

2 

[ cos Y + cos 3 + cos } 


. x = a (cos d + cos B + cos Y ) 


இவ்வாறே y = a ( sin d + sin B + sin Y) . 


எனவே , குத்துக் கோட்டுச் சந்தியின் ஆயத் தொலைகள் , 

0 [a { cos & + cos B + cos Y ), a ( sin d + sin B + sinY) ] . 


PQR முக்கோணத்தின் 
x2 + y* = a* ஆகும் . 


சுற்று 


வட்டம் 


( circumcircle ) 


எனவே , அதன் மையம் S( 0 , 0 ). 


S ( 0.0 ) - த்தையும் , 0 - த்தையும் சேர்க்கும் கோட்டை 1 : 2 
விகிதத்தில் பிரிக்கும் புள்ளி , 
1. a (cos d + cos B + cosY) + 2.0 

1 + 2 
1.a { sind+ sin B + sin Y ) + 2.0 

1 +2 


+ 2 ) 


வட்டம் 


125 : 


( அ - து ) 


( cos el + cos B + cos Y ) . 


* ( sin d + sin B + sin y ) 


இவை மையக் கோட்டுச் சந்தி G- யின் ஆயத் தொலைகளாம் . 


. 


சுற்று வட்ட மையத்தைக் குத்துக் கோட்டுச் சந்தியுடன் 
சேர்க்கும் கோட்டை , மையக் கோட்டுச் சந்தி 1 : 2 விகிதத்தில் 
பிரிக்கும் . 


மாதிரி 17 : P ( x ) ] ) புள்ளியிலிருந்து x + y * = a வட்டத் 
திற்கு வரையும் இரட்டைத் தொடு கோடுகளின் இடையேயுள்ள 
கோணம் - எனும் மாறிலி எனில் , P( x | Y] ) புள்ளியின் இயங்கு 
வழி யாது ? 


வட்டத்திற்கு 


P { x } + y ) புள்ளியிலிருந்து x " + " = a " 
வரையும் இரட்டைத் தொடு கோடுகள் , T ? 


SS1 . 


( அ - து ) ( xx1 + yy1 - a " ) " = { x " + } - a ) ( x - -- 11 - a" ) . 


இதில் x , y , xy என்ற உறுப்புக்களின் செழுக்கள் முறையே 
(a - y ] , u -- , 2xy1 ஆகும் . 

+ 2 ( x| yi ) - { a - y ) {a - x1 ) 
tan d = 

( a --11 ) + ( a - x 1 ) 





(அ - து ) ( 20 - 1 - y1 ) tand = 4 [ x ] y ] " - a 

+ ax + ay1 - X1 " y1 ) 


( அ - து ) ( 20 - x ] * - y " )tand = 4a " (x2 + y - a ] 


எனவே , ( x - y1 )- இன் இயங்கு வழி , 

( 2a - x - y ) tand = 4a "( x + y " -- a ) , 
4:30 . துணையிய விட்டங்கள் { Conjugate Diameters ) 

ஒரு வட்டத்தின் இரு விட்டங்களில் ஒன்று மற்றதன் இணை 
கோடுகளை இரு சமமாகப் பிரிக்கு மெனின் , அவ்விரு விட்டங்களும் 
குறிப்பிட்ட வட்டத்தைச் சார்ந்த துணையிய விட்டங்கள் எனப் 
படும் . 
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= வட்டத்தின் 

விட்டங்கள் 

y = 2X , 
y == m x எனக் கொள்வோம் . இவை துணையிய விட்டங்க 
ளெனின் ஒன்று மற்றதை இரு சமமாகப் பிரிக்கும் . 


y = imax-க்கு இணையாக இருக்கும் கோட்டின் நடுப்புள்ளி 
( { x1 , y ) எனக் கொண்டால் , அதன் சமன்பாடு , 

xx : + yy1 = . 


இதன் சரிவு = 


. 


-x1 

= 19 
y1 


( அ - து ) may1 + x ) 


0 . 





( x1 , y 1 ) புள்ளியின் இயங்கு வழி , 


mey + x = () 


1 


இதன் சரிவு = 


in , 


ஆனால் y = in : விட்டமும் சமன்பாடு ( 1 ) குறிக்கும் கோடும் 
ஒன்றேயாகும் . 





17 ) 


( அ- து ) #hapra , = - 1 . 


y = max , y = myx துணையிய விட்டங்கள் 
எனில் , mms = 1 . 


பயிற்சி 4.2 . 


1. (x - a) : + ( y - b ) : == c " வட்டத்திற்கு ( x , y ) புள்ளி 

யிலிருந்து வரையப்படும் தொடுகோட்டின் நீளம் காண்க . 


2. x2 + y + 2ax + c = 0 , x + y + 2bx + c = 0 

என்ற வட்டங்கள் ஒன்றையொன்று தொடுமெனில் , 
1 1 

1 
+ 

என நிறுவுக . 


-- 


a2 


வட்டம் 
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3 : 


x " -- 2 -- 2x -- 8y + 8 = 0 . x2 + y --- 10x --2y 
+ 22 = ) வட்டங்கள் ஒன்றையொன்று தொடுமென 
நிறுவித் தொடுபுள்ளியைக் காண்க . 


4. x2 --- y = u ? வட்டத்தின் 

நாணின் 

சமன்பாடு 
x cosd + y sin d = p எனின் , இந் நாணை விட்டமாகக் 
கொண்ட வட்டத்தின் சமன்பாடு , 

a - Ep ( x cos ol + y sinc - p ) = 0 
என நிறுவுக . 


5. x + y + gx + fy + c = 0 , Ix + my + H = 0 

வெட்டும் புள்ளிகளும் , " + y + g x + f y + = 0 , 
I x + n y -+ n = 0 வெட்டும் புள்ளிகளும் ஒரே 
வட்டத்தின்மீது அமைந்திருப்பின் , 


g - g f - f t - c 


177 ) 


1 


= 0 என நிறுவுக . 





m 


n 


18. x + y-- 2x - 4y + 4 = 0 வட்டத்திற்கு 3x - 4y = 1 

என்ற கோட்டிற்கு இணையாக வரையப்படும் தொடு 
கோடுகளின் சமன்பாடுகளைக் காண்க . தொடுபுள்ளி 
களையும் காண்க . 


x2 + 1 16 , x3 + y ) 4x- 2y - 4 = 0 வட்டங் 
கள் தம்முள் மெய்யான புள்ளிகளில் வெட்டிக் கொள் 
கின் றன என நிறுவுக . மெய்யான பொதுத் தொடுகோடு 

களின் சமன்பாடுகளைக் காண்க . 
8. x + y " + 2gx + 2fy + c = 0 வட்டத்திற்கு 1x + my 

+ n = 0 தொடுகோடாக அமையத் தேவையான கட்டுப் 

பாடு என்ன ? 
9. 4x2 + 4y2-9 = 0 , 9x2 + 9y -16 = () வட்டங் 

களுக்கு ஒரு புள்ளியிலிருந்து வரையும் தொடுகோடு 
களின் நீளம் 3 : 4 விகிதத்திலிருப்பின் , அப் புள்ளியின் 
இயங்கு வழிக் காண்க . 


50. x2 + y + 4x - 6y + 7 = 0 வட்டத்தைச் சார்ந்த 

2x - 3y + 10 = 0 கோட்டின் இசைப் புள்ளி காண்க . 
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11 . 


ஒரு வட்டம் X ஆயத்தைத் தொடும் , இது y ஆயத்தில் 
ஏற்படுத்தும் நாணின் நீளம் 2k ; எனில் , அவ் வட்ட 
மையத்தின் இயங்கு வழி ) -x2 = k என நிறுவுக . 


12 . 


ஒரு வட்டத்திற்கு வரையும் நாண்கள் மற்றொரு வட்டத் . 
திற்குத் தொடுகோடு களெனில் , அந் நாணின் முனைகளில் 
வரையப்படும் தொடு கோடுகளின் வெட்டும் புள்ளியின் 
இயங்கு வழிக் காண்க . 


19 . 


y = x - 1 கோட்டில் x + - 2x -- 2 ) -2 = ( வட்டம் 
ஏற்படுத்தும் நாணின் நடுப் புள்ளி காண்க . 


14 . 


A { 2 , 2 ) , B( 5 , 3 ) , C( 3 , - 1 ) புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் 
வட்டத்தின் மீதுள்ள P என்ற யாதேனும் ஒரு புள்ளியின் 
ஆயத் தொலைகள் ( 4 - + - 5 cos G , 1 + 15 sin ) ) 
என்ற வடிவில் எழுதலாம் என நிறுவுக . AP , BC- க்குச் 
செங்குத்துக் கோடெனில் , P.யின் ஆயத் தொலைகள் 
யாவை ? 


15. x2 + y + 2g.r + 2 // + ( = 0 வட்டத்தின் மீதுள்ள 

புள்ளிகளிலிருந்து x " + " + 2gx + 2fy + c sinct 
+ g-|- | cosc = 0 வட்டத்திற்கு வரையும் 
இரட்டைத் தொடுகோடுகளுக்கிடையே உள்ள கோணம் 
2. என நிறுவுக . 


16. x + y = 1 , ( x- 1 ) * + {y- 3 ) = 4 என்ற வட்டங் 

களுக்கு வரையப்படும் பொதுத் தொடுகோடுகளின் 
சமன்பாடுகளைக் காண்க . 


17 . 


P என்ற புள்ளியின் ஒரு வட்டத்தைச் சார்ந்த இசைக் 
கோடு மற்றொரு வட்டத்தின் தொடுகோடெனில் , 
P-யின் இயங்கு வழிக் காண்க . 


18. x2 + y வட்டத்தைச் சார்ந்த 

(x + c ) 
-- ( y -- S } = k" என்ற வட்டத்தின் மீதுள்ள புள்ளி 
களின் இசைக்கோடு (ax + lhy + c ) ” = k (x * + ) ) 
வளை வயரையைத் தொடும் என நிறுவுக . 


19. x + 

== 100 

வட்டத்தைச் சார்ந்த ( -- 9 , 12 ) 
புள்ளியின் இசைக்கோடு அவ்வட்டத்தை வெட்டும் என 
நிறுவுக . இசைக்கோடு வட்டத்தில் ஏற்படுத்தும் 
நாணின் நீளம் காண்க . 


128 


வட்டம் 


20 . 


ஒரு வட்டம் ( -1 , 1 ) , ( 0 , 6 ) , ( 5 , 5 ) புள்ளிகள் வழிச் 
செல்கிறது . ஆதியை வட்ட மையத்துடன் சேர்க்கும் 
கோட்டிற்கிணையாக அவ் வட்டத்திற்கு வரையப்படும் 
தொடுகோடுகளின் தொடு புள்ளிகளைக் காண்க . 


21 . 


8x2 + 8y- + 24x - 8y + 15 = 0 வட்டத்தின் மையம் , 
ஆரம் காண்க . ஆதியிலிருந்து மிகத் தொலைவில் உள்ள 
வட்டப் புள்ளியைக் காண்க. 2x - y + 3 = 0 வட்டத்தில் 
ஏற்படுத்தும் நாணின் நீளம் என்ன ? 


22. x + y = a வட்டத்திற்கு P- யிலிருந்து வரையப்படும் 
தொடுகோடுகளின் தொடுநாண் வட்ட 

மையத்தில் 
தாங்கும் கோணம் 90 ° எனின் , P- யின் இயங்கு வழிக் 
காண்க . 


23. x + y + 2gx + 2fy + c = 0 வட்டத்திற்கு ஆதியி 

லிருந்து வரையும் தொடுகோடுகள் ( gx + fy ) 2 = c ( x + y:) 
என நிறுவுக . அத் தொடுகோடுகள் தம்முள் செங்குத் 
தெனில் வட்ட மையத்தின் இயங்கு வழி என்ன ? 


24. x2 + y ) - 14x + 25 = ) வட்டத்திற்கு ஆதியிலி 

ருந்து வரையும் தொடுகோடுகள் தம்முள் செங்குத் 
தானவை என நிறுவுக . 


25. ( p , 4 ) புள்ளி வழிச் செல்லும் x " + " = a” வட்டத்தின் 
நாண்கள் தம் நடுப் புள்ளிகளின் இயங்கு வழி , 

( x + y ) = ( px + gy ) என நிறுவுக . 


( 3 + ) 
14 ) . 


விடைகள் 

17 11 
1. (x - a) + (y _b ) = c . 3 . 

5 5 

2 14 
6. 3x - 4y + 10 = 0 ; 3x - 4y = 0 ; 

14. ( 6,0 ) . 

5 
16. y - 1 = 0 ; x + 1 = 0 ; 3x + 4y - 5 = 0 ; 4x - 3y - 5 = 0 . 
17. x2 + y = a , ( x - h) 2 + ( y -- k ) 2 = b ? வட்டங்களெனில் , 

2015 
b2 ( x2 + y ) = ( hx + ky - a2 ) 2 . 19 . 

20. ( 5 , 1 ) ; 

3 
1 

--9 3 
( -1,5) . 21 . 

17 
4 

10 
22. x + y 

ப.வ. - 9 


= 2a2 . 


5. ஒருநிலை வட்டங்கள் 

( System of Circles ) 


5.1 . இருவளை வரைகளுக்கிடையேயுள்ள கோணம் 

இரு வளை வரைகளுக்கு இடையேயுள்ள கோணம் அவைகள் 
வெட்டும் புள்ளியில் அவைகளுக்கு வரையப்படும் தொடுகோடு 
களின் இடையேயுள்ள கோணமாகும் . இக் கோணம் 90 ° எனில் 
அவ் வளைவரைகள் செங்குத்தாக வெட்டிக்கொள்கின்றன எனப் 
படுகிறது . 


இரு வட்டங்களுக்கிடையேயுள்ள கோணம் 90 எனில் 
அவை செங்குத்து வட்டங்கள் ( orthogonal circles ) எனப்படும். 


5-2 . x3 + y + 2gx + 2fy + c = 0 , x + y + 2g1x + 21y 
+ c = 0 

வட்டங்கள் செங்குத்து வட்டங்களாக அமையத் 
தேவையான கட்டுப்பாடு . 


IC . 


படம் 41 . 


x + y + 2g x + 2fly + c = 0 

x + y : + 2gxx + 2f : y + c , = 0 
எனக்கொள்வோம் . ! 


(2) 
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இவைகள் P புள்ளியில் வெட்டுகின்றன எனவும் , மையங்கள் 
Cy , c, எனவும் கொள்வோம் . 


எனவே , C1 , C , -வின் ஆயத்தொலைகள் (-81 ,-f1) , ( -82 - f , ) 
வட்டங்கள் ( 1 ), ( 2 )-இன் ஆரங்கள் முறையே , 

Vg12 + f12 - 1 , 1g, 2 + f - 2 , 


யிடத்து 


இரு வட்டங்கள் செங்குத்து வட்டங்களாதலின் P புள்ளி 

அவைகளுக்கு வரையும் தொடுகோடுகள் ஒன்றுக் 
கொன்று செங்குத்தானவை . எனவே , இத் தொடுகோடுகளுக்குச் 
செங்குத்தான CP, C , P என்ற ஆரங்கள் தம்முள் செங்குத் 
தானவையாகும் . 


, 


CC , P ஒரு செங்கோண முக்கோணம் . 


எனவே , C1C, C ] P " + - C , P2 
( அ -து ) ( -g1 + g2) + ( -f1 + f : ) 2 = ( 81 " + f12 - cy ) 

+ ( 8 + f : -c , ) 


( அ.து ) 2g18 : + 2fif , = 61 + cy . 


எனவே , இரு வட்டங்கள் செங்குத்து வட்டங்களாக அமையத் 
தேவையான கட்டுப்பாடு , 

2318 : + 2f1f , = c + cy . 


மாதிரி 1 : 


x + y + 2x + 4y - + 1 = 0 
2.x2 + 2y " + 6x + 8y - 3 = 0 
x2 + y ? - 2x + 8y - 3 = 0 


வட்டங்களைச் செங்குத்தாக வெட்டும் வட்டத்தின் சமன்பாட் 
-டைக் காண்க . 


( 1 ) 
( 2 ) 
( 3 ) 


x ? + y3 + 2x + 4y + 1 = 0 
2x2 + 2y : + 6x + 8y - 3 = 0 

x2 + y ? - 2x + 6y - 3 = 0 
இம் மூன்று வட்டங்களைச் செங்குத்தாக வெட்டும் வட்டம் , 

x2 + y2 + 2gx + 2fy + c = 0 
எனக் கொள்வோம் . 


... 


( 4) 
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எனவே , பத்தி 5.2 - இன்படி , 

2g ( 1 ) + 2f ( 2 ) = c + 1 


3 


3 


2g 


+ 2f( 2 ) 


2g ( -1 ) + 2f ( 3 ) = c -- 3 


( அ - து ) 2g + 4f- c = 1 

8g + 8f - 2c = -3 
23 - 4f + c = 3 


5 
இவைகளை விடுவிப்பின் 8 = -- 


f = -7 , c = - 34 , 


எனவே , தேவையான வட்டம் x2 + y – 5x - 14y -- 34 = 0 . 


மாதிரி 2 : } == mx - 5 

கோட்டைத் தொடுகோடாகக் 
கொண்ட இரு வட்டங்கள் ஒவ்வொன்றும் ( 0 , k ) , ( 0 , -k ) புள்ளி 
கள் வழிச் செல்கின்றன . 

இவை செங்குத்து வட்டங்களெனில் 
k " ( 2 -- hre ) = 53 என நிறுவுக . 


x + y + 2gx + 2fj + c = 0 
வட்டம் ( 0 , k ) , ( 0 , -k ) புள்ளிகள் வழிச் செல்கிறது எனின் , 

0 + k + 0 + 2fk + ce 0 ( அ - து ) k + 2kf + c = 0 ... 
0 + k2 + 0-2 / k + c = 0 ( அ - து ) k2 – 2kf + c = 0 ... 


( 2 ) 
( 8 ) 


( 2 )-லிருந்து ( 3 ) -ஐக் கழிப்பின் , 4kf = 0 

ஃ f = 0 , c = _k2 


மேலும் y = mx + b வட்டம் ( 1 ) -க்குத் தொடு கோடெனில் , 
வட்டம் ( 1 ) -இன் மையத்திலிருந்து ( ( -g , -f ) , y - fix - b = 0 
கோட்டிற்கு வரையும் செங்குத்துக் கோடு வட்ட ஆரத்திற்குச் 
சமமாகும் . 

-f -n - g ) -b 
11 + m2 

Vg : + f 


( அ - து ) ( b + f - migam2 = ( 1 + m ) (g2 -- fe - c ) 


{ b + / ) ? + n g -2( b + fmg 

= g + fe - c + mig ? + m ? fa - m * c 
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( அ - து ) g + 2m (b + f ) g- {b + f ) ? + (f3 - c){ 1 + me) = 0 . 

இது 8- இல் இருபடிச் சமன்பாடாதலின் g- க்கு இரு மதிப் 
புக்கள் உண்டு . அவை 81 , g , எனில் , கொடுத்துள்ள கட்டுப் 
பாட்டில் இரு வட்டங்கள் உள்ளன . 


8182 = ( fe - c)( 1 + m ? ) - [ b + f ) 


( 4 )-இன்படி f = 0 , c = --- 





3182 = k2 ( 1 + m ) - b2 . 


இவ்விரு வட்டங்களும் செங்குத்து வட்டங்களாதலால் , 


. 


28182 + 2fif ? = c + c , 
2 zk " { I + ne ) -b ? } 

[ f1 = 0 = fs ; c = -k = c ) 


( அ - து ) 4k : + 2k2m2 = 252 

k2{ 2 + ma ) = 5 . 





5-3 . சமத் தொடு அச்சு ( Radical Axis) வரையறை 

ஒரு புள்ளியிலிருந்து இரு வட்டங்களுக்கு வரையப்படும் 
தொடுகோடுகளின் நீளங்கள் சமமெனில் , அப் புள்ளியின் 
இயங்கு வழி அவ் விரு வட்டங்களின் சமத் தொடு அச்சு எனப் 
படும் . 


34. சமத் தொடு அச்சின் சமன்பாடு 


P ( x , y) 


K0 


( -3--1 ) 


படம் 42 . 
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( 1 ) 


வட்டங்களின் சமன்பாடுகள் , 
S ; = x2 + y --- 2g1x + 2fty + c = 0 

S , = x + y + 2g , x - ef ) + c , = ( ) 
எனக் கொள்வோம் . 


சமத் தொடு அச்சின் மீது P(x1 , y1 ) யாதேனும் ஒரு புள்ளி 
எனவும் , PT) , PT , முறையே வட்டங்கள் ( 1 ) , ( 2 ) -க்கு வரையப் 
படும் தொடு கோடுகளின் நீளங்கள் எனவும் கொள்வோம் . 


வரையறையின் படி PTI 


PT , 


( அ - து ) PT , * = PT , 


* 1 * + y1 + 2g 1x1 + 2// + c ) 

= x1 * + y1 * + 2g2x1 + 2fzy1 + C : 


( 3 ) 


2x1( 31-82 ) + 2y1 ( f : -f ) + ( cy - c , ) = 0 
எனவே , P ( x ) , y1 ) -இன் இயங்கு வழி , 

2x ( 31-82 ) + 2y { fi - fa ) + ( c1 - c , ) = 0 . 


இஃது ஒருபடிச் சமன்பாடாதலின் சமத் தொடு அச்சு ஒரு . 
நேர்க் கோடாகும் . 


= 


மேலும் SI - S, 2x (si - ge ) + 2y ( f1 - f2 ) + 1 - cz 
எனவே , சமத் தொடு அச்சின் சமன் பாடு , 

SI - S, = 0 என்றும் குறிப்பிடலாம் . 


5.5 . 


வட்டங்களின் மையங்கள் ( -g , -f1 ) , ( -g:, --fa). 


கோடு (line of 


எனவே , வட்டங்களின் மையப்பிணைக் 
centres ) சரிவு , 

11 -f_ 
81-82 


சமத் தொடு அச்சின் சரிவு , 

31–3 ? 

fi - fi 
எனவே , சரிவுகளின் பெருக்குத் தொகை --1 ஆகும் . 
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சமத் தொடு அச்சு , வட்டங்களின் மையப்பிணைக் கோட் 
டிற்குச் செங்குத்தாயுள்ளது . 


2 . சமத் தொடு அச்சின் சமன் பாடு S .-- S , = 0. எனவே , 
S ; = 0 , S2 = 0 சமன்பாடுகளுடன் பொருந்தும் 

புள்ளிகள் 
SI - S . = 0 சமன்பாட்டுடனும் பொருந்தும் . ஆகவே S1 = 0 , 
S , = 0 வட்டங்களின் பொதுப் புள்ளிகளின் வழி அவ் வட்டங் 
களின் சமத் தொடு அச்சு 51 - S , = 0 செல்லும் . 


என்வே . இரு வட்டங்களும் மெய்யான புள்ளிகளில் வெட்டும் 
போது சமத்தொடு அச்சு அவ் வட்டங்களின் பொது நாண் 
ஆகும் . அவ் வட்டங்கள் தம்முள் தொடுமெனில் , சமத்தொடு 
அச்சு அவ் வட்டங்களின் தொடு புள்ளியிடத்துத் தொடு 
கோடாகும் . அவ்விரு வட்டங்களும் தம்முள் மெய்யான புள்ளி 
களில் வெட்டாவிடில் , கற்பனைப் புள்ளிகளில் வெட்டுகின்றன 
எனக் கூறுகிறோம் . அவைகள் கற்பனைப் புள்ளிகளில் வெட்டினா 
லும் சமத்தொடு அச்சு மெய்யானதே . 


3. சமத்தொடு அச்சின் வரையறையின் படி அஃது இரு 
வட்டங்களும் வரையப்படும் பொதுத் தொடு கோடுகளை இரு சமக் 
கூறிடும் . 


4. S , = 0 வட்டம் , S , = 0 வட்டத்தின் பரிதியை இரு. 
சமமாகப் பிரித்தால் அவைகளின் சமத்தொடு அச்சு S , = 0 
வட்டத்தின் மையம் வழிச் செல்லும் . 


மூன்று 


5.6 . சமத்தொடு வரை மையம் ( Radical Centre ) 
வறைய :ை 

வட்டங்களை இரண்டிரண்டாக 
எடுத்துக் கொண்டால் , அவைகளின் சமத்தொடு அச்சுக்கள் ஒரு 
புள்ளி வழிச் செல்லும் . அப் புள்ளி சமத்தொடு வரை மையம் எனப் 
படும் . 


வட்டங்களின் சமன்பாடுகள் . 
S ] = 0 , S. 

0 , SS () எனக் கொள்வோம் . 


S. = 0 , S , = 0 வட்டங்களின் சமத்தொடு அச்சு , 
S. 

( 1 ) 


S ? = 0 


+++ 


S. = 0 , S , 

= 0 வட்டங்களின் சமத்தொடு அச்சு , 
S, Ss = 0 

( 2 ) 
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சமன்பாடுகள் ( 1 ) -ஐயும் ( 2 ) -யும் கூட்டினால் , 

S. - S; = 0 ஆகும் . 


. 


( 3 ) 


( அ - து) சமத்தொடு அச்சுக்கள் ( 1 ) , ( 2 ) வெட்டும் புள்ளி 
வழிச் செல்லும் கோடு ( 3 ) ஆகும் , 


ஆனால் சமன்பாடு (3 ) , S. = 0 , S; = 0 வட்டங்களின் சமத் 
தொடு அச்சாகும் . 


எனவே , சமத்தொடு அச்சுக்கள் மூன்றும் ஒரு புள்ளி வழிச் 
செல்லும் . 


57. S = 0 , S. = 0 வட்டங்கள் தம்முள் வெட்டும் புள்ளிகள் 

வழிச் செல்லும் வட்டத்தின் சமன்பாடு S. + AS , = 0 , 
{ A + - 1 ) 

S , = x + y : 2g1x + 2f1y + c = 0 

S , = x2 + y + 2g , x + 2fzy + c2 = 0 , 
எனக் கொள்வோம் . 


ஃ S1 + AS , = x (1 + A ) + » ( 1 + A ) + 2x (31 + Aga ) 

+ 2y {f1 + Af , ) + ( c1 + Ac, ) = 0 
( அ - து ) x + y2 + 

2 { x1 + Age ) 2 ( f1 + Afe) 
1 + A x + 

y 
1 + A 
C ] + Ac, 
+ 

= 0 . 
1 + A 


இச் சமன்பாட்டில் , 

x2- இன் கெழு 
xy- இன் கெழு 


y- இன் கெழு 


0 


சமன்பாடு 


எனவே , S1 + AS, = 0 
குறிக்கும் . 


வட்டத்தைக் 


மேலும் S = 0 , S , = 0 வட்டங்களில் பொருந்தும் புள்ளிகள் 
S : + AS , = 0 வட்டத்திலும் பொருந்தும் . S + AS , = 0 
வட்டம் S ] = 0 , S , = 0 வட்டங்கள் தம்முள் வெட்டும் புள்ளிகள் 
வழிச் செல்லும் . கூடுதலாகக் கொடுக்கப்படும் கட்டுப்பாட்டி 
-லிருந்து A-வின் மதிப்பை அறியலாம் . 
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A = -1 எனில் , S. + S. = 0 வட்டம் SI --S , = 0 எனும் 
சமத்தொடு அச்சாகும் . 


குறிப்பு : வட்டங்களின் சமன்பாடுகளில் x , y" உறுப்புக் 
களின் கெழுக்கள் ஒவ்வொன்றும் ஒன்றுக்குச் சமமாக இருக்கு 
மாறு சமன்பாடுகளை முதலில் மாற்றி எழுத வேண்டும் . 


58. S = 0 வட்டமும் , L = 0 கோடும் வெட்டும் புள்ளிகள் வழிச் 

செல்லும் வட்டத்தின் சமன்பாடு S + AL = 0 . 


S = x + y2 + 2gx + 2fz + c = 0 


L = x + my + m = 0 எனில் , 
S + AL = x + y + ( 2g + Al ]x + ( 2f + Am ]y + ( c + An ) = 0 


இதில் , x - இன் கெழு y2- இன் கெழு 

xy- இன் கெழு = 0 


எனவே . 


இச் சமன்பாடு ஒரு வட்டத்தைக் குறிக்கும் . 


மேலும் S = 0 , L = 0 என்ற வளை வரைகளில் பொருந்தும் 
புள்ளிகள் S + AL = 0 வட்டத்திலும் பொருந்தும் . 


எனவே , S = 0 வட்டமும் , 

1 = 0 கோடும் வெட்டிக் 
கொள்ளும் புள்ளிகள் வழி S + AL = 0 வட்டம் செல்லும் . 


5.9 . ஒரு வட்டம் வேறு இரு வட்டங்களைச் செங்குத்தாக 

வெட்டு மெனில் அவ் வட்டத்தின் மையம் மற்ற இரு வட்டங் 
களின் சமத்தொடு அச்சின் மீதமையும் . 


x2 + y + 2gx + 2fy + c = 0 


வட்டம் , 

x2 + y + 2g1x + 2f1y + c = 0 
x2 + y + ?gsx + 2fy + c , = 0 


( 2 ) 


வட்டங்களைச் செங்குத்தாக வெட்டுகின்றது எனக்கொள்வோம் 


* 


( 4 ) 


2gg1 4 2ff1 = c + cy 
283 , + 2fz | = c + cg 


( 5) 
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( 4 )-இலிருந்து ( 5 )-ஐக் கழிக்க , 

2g ( s1-8 % ) + 2f (f1 - f2 ) = c1 – , 
( அ - து ) 2 ( -3) ( 81–82) +2( -f ) (f1 - f3 ) + ( c ) -cs ) = 0 


எனவே . ( 1 )-இன் மையம் ( -g , -f ) . 

2x ( 31-82 ) -- 2y { f1 - f ? ) + ( cs - c , ) = 0 
கோட்டின்மீது அமையும் . 


ச . 


( 6 ) 


சமன்பாடு (6 ) , வட்டங்கள் ( 2 ) , ( 3 )-இன் சமத்தொடு அச்சு 
ஆதலின் , வட்டம் ( 1 ) -இன் மையம் வட்டங்கள் ( 2 ) , ( 3 ) -இன் 
சமத்தொடு அச்சின் மீது அமையும் . 


மாதிரி 3 : x2 + y + 2x - 4y - 7 = 0 , x2 + y --6x 
+ 2y -- 5 = 0 வட்டங்களின் சமத்தொடு அச்சுக் காண்க . 

மையம் பிணைக்கோட்டிற்குச் செங்குத்தாயுள்ளது 
நிறுவுக . 


என 


S ] = x + y + 2x + 41 - 7 = 0 
S , = x + 12 + 6x + 2y - 5 = 0 


( 1 ) 
( 2) 


S. = 0 , S, = ) வட்டங்களின் சமத்தொடு அச்சு , 

S1 – S , = 0 . 


(அ - து ) 8x + 2y 


2 = 0 ) 


( அ - து ) 4x + y - 1 = 0 . 


S ] = 0 வட்டத்தின் மையம் ( -1 , - 2 ) . 
S, == 0 வட்டத்தின் மையம் ( 3 , - 1 ) . 


-2 + 1 
மையப்பிணைக் கோட்டின் சரிவு . 

-1-3 


1 
4 


சமத்தொடு அச்சு 4x + y - 1 = 0 - த்தின் சரிவு = - 4 . 


சரிவுகளின் பெருக்குத் தொகை 


( 4 ) 


( -4 ) 


எனவே , மையப் பிணைக்கோடும் சமத்தொடு அச்சும் தம்முள் 
செங்குத்தாய் வெட்டும் . 
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மாதிரி 4 : x2 + y = 4 , x + y2 - 2x + 6y + 1 = 0 
வட்டங்களின் பரிதிகளை இரு சமமாகப் பிரிக்கும் வட்டத்தின் 
மையத்தின் இயங்கு வழிக் காண்க . 


( 1 ) 


வட்டம் x2 + y + 2gx + 2fy + c = 0 
எனக் கொள்வோம் . 


( 2 ) 
( 3 ) 


x + y * - 2x + 6y + 1 = 0 


வட்டம் ( 1 ) வட்டம் ( 2 ) -இன் பரிதியை இரு சமமாகப் பிரிக் 


கிறது . 


எனவே , அவைகளின் சமத்தொடு அச்சு கூட்டம் ( 2 )-இன் 
மையம் ( 0 , 0 ) வழிச் செல்லும் . 


வட்டம் ( 1 ) , வட்டம் ( 2 )-இன் சமத்தொடு அச்சு , 
( x + y + 2gx + 2fy + c ) - ( x + y ? - 4) = 0 


(அ - து ) 2gx + 2fy + c + 4 = 0 


இது ( 0 , 0 ) வழிச் செல்வதால் c = - 4 . 


மேலும் , வட்டம் ( 1 ) வட்டம் (3 -இன் பரிதியை இரு 
சமமாகப் பிரிக்கிறது . எனவே , அவைகளின் சமத்தொடு அச்சு , 
வட்டம் ( 3 ) -இன் மையம் ( 1 , -3 ) வழிச் செல்லும் . 


வட்டங்கள் ( 1 ) , ( 3 ) -இன் சமத்தொடு அச்சு , 

( x + y * + 2gx + 2fy + c ) - ( x + y2-2x + 6y + 1 ) = 0 
( அ - து ) 2 ( g + 1 } x + 2 ( f - 3 ) y + ( c - 1 ) = 0 
இது ( 1 , - 9 ) வழிச் செல்லின் , 

2 ( g + 1 ) + 2 ( f - 3 ) { - 3 ) + c - 1 = 0 
(அ - து ) 2g - 6f + 15 = 0 

c = -4 ) 
( அ - து ) -2( -g) + 6 ( -f ) + 15 = 0 
எனவே , வட்டம் ( 1 )-இன் மையத்தின் ( -g. --f ) இயங்கு வழி 

-2x + 6y + 15 = 0 
( அ - து ) 2x - 6y - 15 = 0 . 
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மாதிரி 5 : Si = 0 , S , = 0 வட்டங்களின் ஆரங்கள் முறையே 

S ) S, 
-a1 , a , எனில் , - = 0 வட்டங்கள் செங்குத்து வட்டங்கள் 

11 
என நிறுவுக . 


S ] = 0 , S , = 0 வட்டங்களின் 
{ -c , 0 ) , ( c , 0 ) எனக் கொள்வோம் . 


மையங்கள் 

முறையே 





( 1 ) 


S ] = ( x + c ) 2 + y2 -42 = 0 
S, = ( x - c) ? + y ? -a , " 


( 2 ) 


Su | 


S. 


S1| 


S , 


- 


= 0 


( 1 | 


வட்டங்களைச் சுருக்கின் , Sid , + Selli = 0 , Sias - Saal 
ஆகும் . 


Stay + Spa ] = [ x + y2 + 2cx + ce - a1 ) a., 

+ ( x2 + y2-2cx -- c3 - a , 2 )ay = 0 . 


(அ - து ) x2( a + ag ) + y2 {ay + ag ) + 2x ( cas - cay ) 

+ c ( a + a , ) - aay ( a + ay ) = 0 . 


( அ - து ) (x2 + y ) ( a + as ) + 2cx ( as - di ) 

+ ( c - caz)( a + ar ) = 0 . 


( ayya ) 
( அ - து ) x2 + y + 20 

x + c " -caz = 0 . 
tr + as 

2c ( a , -a ) 
ஃ Sia, + S , a = x + y + 

ai + d , 
+ ( c " -cas) = 0 

( 3 ) 


இவ்வாறே , Slag - syay = x + y + 

2c [ az + a}) ; 

a , -di 
+ ( c + cas ) = 0 


( 4) 


வட்டங்கள் ( 3 ) , ( 4 ) செங்குத்து வட்டங்களெனில் , 

c ( as + a ) 

= c - cas + c + ca , 
as +dy 

ale - li 


2c( ap_a ) , 


( அ - து ) 262 = 2c2 


ஒரு நிலை வட்டங்கள் 
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Si S. 

0 
a 
செங்குத்து வட்டங்களாகும் . 


மாதிரி 6 : x + y: + gx + fy + c = 0 , Ix + my + m = 0 
வெட்டும் புள்ளிகள் இரண்டும் x * + y + g ; x + fly + c = 0 , 
11x + my + n = 0 வெட்டும் புள்ளிகள் இரண்டும் ஒரே 
வட்டத்தின் மீதமையுமெனின் , 


g - 81 f - fi c - cy 


| 


1 


112 


n 


என நிறுவுக . 


1 . 


P1 


( 3 ) 


S = x + y * + gx + fy + c = 0 

( 1 ) 
I = Ix + my + n = 0 ... 

( 2 ) 
Si = x + y + 31x + fly + c = 0 
L ] = lyx + may + ? 1 = 0 

( 4 ) 
( 1 ) , ( 2 ) வெட்டும் புள்ளிகள் ( 3 ), ( 4 ) வெட்டும் புள்ளிகள் 
அமைந்துள்ள வட்டம் S, = 0 

( 5 ) 
எனக் கொள்வோம் . 


S = 0 , S1 = 0 வட்டங்களின் சமத்தொடு அச்சு , S - S = 0 


( அ - து ) 


81 


+ 2y | 

2 


f1) 

+ c - ci = 0 


( அ - து ) x ( g - 81 ) + y ( f - f1 ) + (c - cx ) = 0 

( 8 ) 
S =0 . S = 0 வெட்டும் புள்ளிகள் tx + my + R = 0 கோட்டின் 
மீதமையும் . எனவே அவைகளின் சமத்தொடு அச்சு, 
lx + my + 1 = 0 

( 2) 


ஆகும் . 


S. = 0 , s , = 0 என்ற வட்டங்கள் வெட்டும் 

புள்ளி 
1jx + my + n1 = 0 கோட்டின் மீதமையும் . எனவே , அவைகளின் 
சமத்தொடு அச்சு 11x + myy + n = 0 
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, 


சமத்தொடு அச்சுக்கள் ( 2) , ( 4 ) , ( 6 ) மூன்றும் ஒரு 
புள்ளி வழிச் செல்லும் . 


இச் சமன்பாடுகளிலிருந்து x , y- ஐ நீக்கின் , 

g -- g1 / -fi c - c1 


112 ) 


1 


= 0 


11 


111 1 


111 


மாதிரி 7 : x2 + ye + 2x + 3y - 7 = 0 , x + y --2x - y + 1 = 0 
வட்டங்கள் சமத்தொடு அச்சுக் காண்க . அவைகளின் பொது 
நாணின் நீளம் காண்க . 


சமத்தொடு அச்சு , 

( x2 = y3 + 2x + 3y - 7 ) - ( x2 --y ? -2x - y + 1 ) = 0 


( அ - து ) 4x + 4y - 8 = 0 


( அ - து ) 


x + y - 2 = 0 . 


இரு வட்டங்களும் வெட்டும் புள்ளிகள் ( xy , y1 ) , ( x9 , y ? ) 
எனின் , 

நாணின் நீளம் V ( x1 - xx)* + ( y1 - y , ) 2 


- 


சமத்தொடு அச்சு பொது நாண் ஆதலின் , 

x2 + y : --2x - y + 1 = 0 , x + y - 2 := 0 
சமன்பாடுகளிலிருந்து வெட்டும் புள்ளிகளைக் காணலாம் . 


x -- y - 2 = 0 - இலிருந்து x = 2 - y . 


இதை x2 + y " -2x - y + 1 = 0 - இல் பிரதியிடின் 

( 2 -y) " + y - 2 ( 2 - y ) _y + 1 = 0 


( அ - து) 


2 ( y *--- 3y + 1 ) = 0 


3 


1 


y1 + y = 


= > . 11 ) . = 


9 


1 


எனவே , ( y1 - yz ) = ( y1 + yz) -4y1y , 


+ 
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{ x1 - x ] 


{ { 2 - y ) - ( 2 - y , ) 2 = + ( y1 - y :) : 

1 


= - (VA) -- 
V4 + 4 M 


1 


. 


நாணின் நீளம் = 


11 
2 


12. 


2 


பிறிதொரு முறை 

சமத்தொடு அச்சு x + y - 2 = 0 . இந்தக் கோடு வட்டத்தை 
வெட்டும் புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் வட்டம் . 

x + y + 2x + 3y - 7 + A { x + y - 2 ) = 0 
( அ - து ) x " + y : + ( 2 + A ) x + ( 3 + A ) y - 7-2 } = 0 . 

A + 2 A + 
இதன் மையம் 

2 


இப்புள்ளி x + y - 2 = 0- இல் இருப்பின் இவ்வட்டத்தின் விட்டம் 
இவ்வட்டங்களின் பொது நாணாகும் . 


A + 2 


A + 3 


2 = 0 


9 


A = 


வட்டத்தின் சமன்பாடு , 


x + y + 2x + 3y - 7 - 


9 ( x+ y - 2 ) = 0 . 


( அ - து ) 2x + 2y ? -5x - 3y + 4 = 0 


இவ்வட்டத்தின் விட்டம் = 


பயிற்சி 5.1 . 


1. x2 + y * + 2x - 8y + 8 = 0 , x + y + 10x - 2y + 22 = 0 

வட்டங்கள் தம்முள் தொடும் புள்ளியைக் காண்க . 


2. x2 + y- 2x + 3y - 7 = 0 , x2 + y* + 5x - 5y + 9 = 0 , 

x + y + 7x - 9y + 29 = 0 வட்டங்களைச் செங்குத்தாக 
வெட்டும் வட்டத்தின் சமன்பாடு காண்க . 
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3. x2 +y-- 8y + 12 = 0 , x2 + y2 - 4x - 6y - 3 = 0 

வட்டங்களைச் செங்குத்தாக வெட்டும் ஒரு வட்டம் ஆதி 
வழிச் செல்லுமெனில் அதன் சமன்பாடு காண்க . 


4. x +y = 4 கோட்டை விட்டமாகக் கொண்ட ஒரு வட்டம் 

ஆதிவழிச் செல்கிறது . இவ்வட்டம் x + y - 4x + 2 ) 
+ 4 = 0 வட்டத்தைச் செங்குத்தாக வெட்டுமெனில் , 
அதன் சமன்பாடு காண்க . 


5. x + 2 + 4x + 7 = 0 , 2x2 + 2y2 + 3x + 5y + 9 = 0 , 

x2 + y " + = 0 வட்டங்களின் சமத்தொடு வரை மையம் 
காண்க . 


8 . 


கொடுத்துள்ள இரு வட்டங்களைச் செங்குத்தாக வெட்டும் 
வட்டத்தின் சமன்பாடு காண்க . 


7. y = 7 கோட்டின் மீது மையமுடைய வட்டங்கள் ( 3 , 0 ) 

புள்ளி வழிச் செல்லின் அவ்வட்டங்களின் சமன்பாட்டின் 
பொது வடிவம் என்ன ? 


8. x2 + y2-4 = 0 , x + y3-2x - 4y + 4 = 0 வட்டங்களின் 

பொது நாணை விட்டமாகக் கொண்ட வட்டத்தின் 
சமன்பாடு யாது ? 


9. x + y + 2kx + c = 0 , x + y * + 2kgx - t = 0 வட்டங் 

களின் பொது நாணின் நீளம் . 


2 


( k 


( k12 - c ) ( k: + c ) 

என நிறுவுக . 
ki + kz 


10. ( x - a } 2 + ( y - 5 ) 2 = c , ( x - b ) 2 + ( y - a ) 2 = 2 

வட்டங்களின் பொது நாணின் நீளத்தையும் அதன் 
சமன்பாட்டையும் காண்க . 


11. x + y = a வட்டத்தின் நாண் x cos d + y sin d - p = 0 

எனில் , அந் நாணை விட்டமாகக் கொண்ட வட்டத்தின் 
சமன்பாடு , 

x + y2 - a 2p ( x cos d + y sin { - p) = 0 
என நிறுவுக . 
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12. x + y 

x + ) 2 


201x -- 2b | y + c = 0 
2ayx | - 25 , y + c = 0 


வட்டங்களைச் செங்குத்தாக வெட்டும் வட்டங்களின் 
பொதுச் சமன்பாடு , 


]y 


x " + ) 2 


1 


1151 


+ k 


ம 


1 


6 . 


1 


az by 
என நிறுவுக . 


13. x2 + 13 + 2x + 3y + 1 = 0 , x 2 + y " + 4x + 3y 
+ 2 = 0 

வட்டங்களின் பொது நாணை விட்டமாகக் 
கொண்ட வட்டத்தின் சமன்பாடு காண்க . 


14. S = 0 என்ற வட்டத்தைச் சார்ந்த துணையியப் புள்ளிகள் 

A , B எனில் , AB- ஐ விட்டமாகக் கொண்ட வட்டத்தின் 
சமன்பாடு காண்க . 


15. x2 + y = 4 , x2 + y - 2x- 4y + 4 = () வட்டங் 
கள் வெட்டும் புள்ளிவழிச் செல்லும் ஒரு வட்டத்தின் 

22 எனில் , அவ் வட்டத்தின் சமன்பாடு 
காண்க . 


ஆரம் 


18. 1 x + m y + n = () , I2x + mgy + ls = 0 கோடுகள் 

x2 + y3 = a வட்டத்தைச் சார்ந்த துணையியக் கோடுகள் 
ளெனில் ( 112 + muma ) a * = nx ? என நிறுவுக . 


17 . 


1 - 2x = 0 , j - 3x = 0 , 

} - 5x - 4 

என்ற 
கோடுகளைப் பக்கங்களாகக் கொண்ட முக்கோணத்தின் 
சுற்று வட்டம் காண்க . 


18. 5x + y = 103 , x - y = 11 , 2x - 3y = 31 கோடுகளைப் 

பக்கங்களாகக் கொண்ட முக்கோணத்தின் சுற்று வட்டம் 
காண்க. 


--- 


19. S. 0 , S, = 0 வட்டங்களுக்கு P புள்ளியிலிருந்து 

வரையும் தொடு கோடுகளின் வர்க்கங்களின் வித்தியாசம் 
PA2 - PB2 . P புள்ளியிலிருந்து அவ் வட்டங்களின் சமத் 

தொடு அச்சிற்கு வரையும் செங்குத்துக் கோடு PL . 
L. வ . - 10 
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வட்டங்களின் மையப் பிணைக்கோட்டின் நீளம் MN 
எனின் , PA - PB2 = 2.PL.MN என நிறுவுக . 


20. 2x2 + 2y2-3x + 5y - 7 = 0 வட்டத்தைச் சார்ந்த 

9x + y - 28 = 0 கோட்டின் இசைப் புள்ளி காண்க . 


விடைகள் 


17 
5 

2. x2 + ya - 16x -- 18y - 4 = 0 . 

5 
3. x + y + 6x - 3y = 0 . 4.) x2 + y -4x - 4y = 0 . 
5. ( -2 , -1 ) . 7 . x2 + y * -- 14y - 9 + 2g( x - 3 ) = 0 . 

2hk 
8. 5x2 + 5y - 8x - 16y + 12 = 0 . 10 . 

Th3 + k 
: hx - ky = 0 . 13. 2x2 + 2y + 2x + 6y + 1 = 0 . 15. x + y 
- 4x - 8y + 12 = 0 , 5x2 + 5y: + 4x + 8y - 36 = 0 . 
17 . 3x2 + 3y2 - 60x + 40y = 0 . 

18.) x2 + y ? -14x 
--6y -111 = 0 , 20. ( 3 , -1 ) . 


5.10 . பொது அச்சு வட்டங்கள் வரையறை 
ஒருநிலை வட்டங்களில் 

(system of circles ) ஒவ்வோர் 
இரட்டை வட்டங்களும் ( every pair of circles ) ஒரே கோட்டைச் 
சமத்தொடு அச்சாகக் கொண்டிருப்பின் , அவைகள் பொது அச்சு 
வட்டங்கள் ( coaxial circles ) எனப்படும் . 


பொது அச்சு வட்டங்களைச் சேர்ந்த இரு வட்டங்கள் S1 = 0 , 
S , = 0 எனக்கொள்வோம் . இவ்வட்டங்கள் A , B புள்ளிகளில் 
மெய்யாகவோ , கற்பனையாகவோ தம்முள் வெட்டினால், A , B 
புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் கோடு அவ்வட்டங்களின் பொது நாண் 
அல்லது சமத்தொடு அச்சு ஆகும். வரையரையின்படி எல்லா 
வட்டங்களுக்கும் சமத்தொடு அச்சு ஒன்றே யாதலின் , எல்லா 
வட்டங்களும் A , B என்ற நிலைத்த புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் . 
சமத்தொடு அச்சு AB, மையப்பிணைக் கோட்டிற்குச் செங்குத் 
தாயிருக்குமாதலின் எல்லா வட்டங்களின் மையங்களும் ஒரே 
நேர்க்கோட்டில் அமையும் . 


5-11 . பொது அச்சு வட்டங்களின் எளிய சமன்பாடு 

பொது அச்சு வட்டங்களின் மையங்கள் ஒரே நேர்க்கோட்டில் 
அமையுமாதலின் , மையப் பிணைக்கோட்டை x ஆயமாகவும், 
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அக்கோட்டிற்குச் செங்குத்தாயுள்ள பொதுச் சமத்தொடு அச்சை 
y ஆயமாகவும் கொள்வோம் . 


பொது அச்சு வட்டங்களைச் சேர்ந்த இரு வட்டங்கள் , 


Si = x + y + 2g1x + 2f1y + c = 0 

S , = x + y + 2g2x + 2fzy + ce = 0 
எனக் கொள்வோம் . 


மையப் பிணைக்கோடு x ஆயமாதலின் , மையங்களின் y ஆயத் 
தொலைகள் பூச்சியமாகும் . 


* f = 0 , f , = 0 . 


எனவே , அவ்விரு வட்டங்களின் சமன்பாடு , 

x2 + y + 2g1x + ci = 0 
x + y + 2gx + c = 0 என ஆகும் . 


அவைகளின் சமத்தொடு அச்சு 

( x + y + 2g1x + y) ( x + y + 2gsx + c , ) = 0 


( அ - து ) 2x(81 -g:) + ( cr - c , ) = 0 . 


சமத்தொடு அச்சு y ஆயமாதலின் , x= 0 


Cl - c = 0 


( அ-து) ex = cz = c என்க . 


எனவே , அவ்விரு வட்டங்களின் சமன்பாடு 

x+ y+ 2g1x +c= 0 
x+ y + 2g2x + c = 0 என்றாகும் . 


( அ - து ) பொது அச்சு வட்டங்களின் சமன்பாடு 

x + y2 + 2gx +c= 0 


இச்சமன்பாட்டில் - மாறிலி . ஆனால் g வட்டத்திற்கு வட்டம் 
மாறக்கூடிய துணை அலகு . :-யின் பல்வேறு மதிப்புக்களுக்கு அக் 
குழுவைச் சேர்ந்த பல்வேறு வட்டங்கள் கிடைக்கப்பெறும் . 


148 


பகுமுறை வடிவ கணிதம் 


5.12 . 


வட்டங்கள் தம் முன் வெட்டும் புள்ளிகள் 


x + y + 2gx + c = 0 
என்பது பொது அச்சு வட்டங்களின் சமன் பாடாகும் . 


இவ்வட்டங்களின் சமத்தொடு அச்சு y ஆயமாகும் . இவை 
களில் இரு வட்டங்கள் 


( 2 } 


x + * + 2g1x + c == 0 

x + y + 2g.x + c = () 
எனக் கொள்வோம் . 


( 3 ) 


இவைகள் ) ஆயத்தின் மீது ( சமத்தொடு அச்சு ) நிலைத்த 
புள்ளிகளில் வெட்டிக் கொள்கின் றன . 


எனவே , சமன்பாடுகளில் x = 0 எனப் பிரதியிடின் 

(அ - து ) ] = = > --e . 





வட்டங்கள் y ஆயத்தின் மீது வெட்டிக் 

கொள்ளும் 
புள்ளிகள் A { 0 , -C) , B ( 0 , - / -) . 


வகை ( i) ( = 0 எனில் A , B இரு புள்ளிகளும் பொருந்தும் 
புள்ளிகள் , AB என்ற பொது நாண் ( சமத்தொடு அச்சு அல்லது 
} ஆயம் ) அவ் வட்டங்களுக்கு அப் புள்ளி ( 0 , 0 )-இடத்துத் 
தொடு கோடாகும் , வட்டங்கள் ஒன்றையொன்று உட்புறம் 
அல்லது வெளிப்புறம் தொடும் . 


வட்ட மையங்கள் ( -31 , 0 ), ( -g2 , 0 ) ஆதலின் , 31 < 0 , 
g : < 0 அல்லது g1 > 0 , s2 > 0 எனில் வட்டங்கள் சமத்தொடு 
அச்சிற்கு ஒரே பக்கத்திலிருக்கும் . அதாவது அவ் வட்டங்கள் 
தம்முள் உட்புறம் தொடும் . 


81 > 0 , 820 அல்லது g 140, sa > 0 எனில் , வட்டங்கள் 
சமத்தொடு அச்சிற்கு இரு பக்கங்களிலும் இருக்கும் . அதாவது 
வட்டங்கள் தம்முள் வெளிப்புறம் தொடும் . 


எனவே , c = 0 , 818 : > 0 எனில் வட்டங்கள் உள்ளேயும் , 
C = 0 , 81g : < 0 எனில் வட்டங்கள் வெளியேயும் தொடும் . 
தொடு புள்ளியிடத்துப் பொதுத் தொடு கோடு அவைகளின் சமத் 
தொடு அச்சு ஆகும் . 
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வகை ( ii) e < 0 எனில் , - மெய் மதிப்புக் கொண் 
டிருக்கும் . எனவே , வட்டங்கள் மெய்யான புள்ளிகளில் வெட்டும் . 
g18? > 0 எனில் 

சமத்தொடு அச்சிற்கு ஒரே பக்கத்திலும் , 
g1s : < 0 எனில் எதிர் பக்கங்களிலும் இவ் வட்டங்கள் இருக்கும் . 


வகை (iii) t > 0 எனில், - கற்பனை மதிப்புக் கொண்டி 
ருக்கும் . அவ்வட்டங்கள் மெய்யான புள்ளிகளில் வெட்டா . 


5.13 , 

எல்லைப் புள்ளிகள் ( Limiting Points ) . 
வரையறை : பொது அச்சு ஒருதிலை வட்டங்களில் பூச்சியம் 
ஆரம் கொண்ட வட்டங்கள் அந்நிலை வட்டங்களின் எல்லைப் 
புள்ளிகள் எனப்படும் . 


5-11 , எல்லைப் புள்ளிகள் காணல் 
பொது அச்சு வட்டங்களின் சமன்பாடு , 

x2 + y2 + 2gx + c = 0 , 
எனக் கொள் வோம் . 


இவ்வட்டத்தின் ஆரம் 1g ? -c ஆரம் பூச்சியமெனில் , 
g - c = 0 ( அ - து ! g = = > c . எனவே , ga / c , g == - VC 
மதிப்புக்களுக்கு , 

x " + y : + 2 - cx + c = 0 

2-/ cx + c = 0 


(அ - து ) ( x + V C ) + y = 0 , 

(x - vc ) + y = 0 
கிடைக்கும் . 


என்ற இரு வட்டங்கள் 


இவைகளின் ஆரங்கள் பூச்சியமாதலின் பொது அச்சு வட்டங் 
களில் உள்ள எல்லைப்புள்ளிகள் இரண்டு ஆகும் . அவை (VC, 0 ) 
( -vc, 0 ) ஆகும் . இவைகள் மையப் பிணைக் கோட்டில் சமத் 
தொடு அச்சுக்கு இரு பக்கத்திலும் சமதூரத்தில் இருக்கும் . 
எல்லைப் புள்ளிகள் , புள்ளி வட்டங்கள் ( point circles ) எனவும் 
கூறப்படுகின் றன . 


c > 0 எனில் இப்புள்ளிகள் மெய்யானவை , 


t < 0 எனில் இவைகள் கற்பனையானவை. 
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கிளை : 

எல்லைப் புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் வட்டம் , பொது 
அச்சு வட்டங்கள் அனைத்தையும் செங்குத்தாய் வெட்டும் . 


5:15 . 


பொது அச்சு வட்டங்களின் எல்லைப் புள்ளிகள் ஒவ்வொரு 
வட்டத்தையும் சார்ந்த துணையியப் புள்ளிகளாகும் . 


பொது அச்சு வட்டங்களின் சமன்பாடு , 

x2 + y + 2gx - + c = 0 
எனக் கொள்வோம் . 


இதன் எல்லைப் புள்ளிகள் ( VE, 0 ) , ( -vc, 0 ) . 


( 1 )-ஐச் சார்ந்த ( Vc , 0 ) புள்ளியின் இசைக்கோடு , 

xvc + y ( 0 ) + 3 ( x + V ) + c = 0 
( அ - து ) (s + vcx + ( g + vcvc = 0 
(அ - து) ( g + va) (x + Vc) = 0 . 


எனவே , இசைக் கோடு ( -1 , 0 ) புள்ளி வழிச் செல்லும் 


5-16 . பொது அச்சு ஒரு நிலைக் குத்து வட்டங்கள் ( Orthogonal 

System of Coaxial Circles ) 


பொது அச்சு வட்டங்களின் சமன்பாடு , 

x2 + y + 2gx + c = 0 
எனக் கொள்வோம் , 


வட்டங்களின் மையப் பிணைக்கோடு , சமத்தொடு அச்சு 
ஆகியவை முறையே x, y ஆயங்கள் என ஏற்கனவே நாம் 
கண்டோம் . இவ்வமைப்பை அமைப்பு C எனக் குறிப்பிடுவோம் . 


அமைப்பு C- யில் உள்ள ஒவ்வொரு வட்டத்தையும் . 

x + y: + 2gx + 2fy + k = 0 
வட்டம் செங்கோணத்தில் வெட்டும் எனக் கொள்வோம் . 


(2) 


அமைப்பு C- யின் இரு வட்டங்கள் , 

x + y + 2gyx + c = 0 
x + y + 2ggx + c = 0 


... 


( 4 ) 


15f 


ஒரு நிலை வட்டங்கள் 


எனில் , வட்டங்கள் ( 3 ) , ( 4 ) -ஐயும் வட்டம் ( 2) செங்கோணத்தில் ” 
வெட்டும் . 


. 


2gs | 


. g {81 - g :) 

- 0 
81–32 + 0 . 


மேலும் 2gg ) = k + c சமன்பாட்டில் g = 0 எனப் பிரதி 
யிடின் , k + c = 0 (அ - து ) k = - c என்றாகும் . 


எனவே , வட்டம் ( 2 ) 

x + y2 + 2fy - c = 0 
என்றாகும் , 


( 5 ) 


இச் சமன்பாட்டில் f ஒரு மாறி , ஒரு மாறிலி , 


f- இன் மதிப்பு எதுவாயினும் , x2 + y + 2gx + c = 0 , 


x " + y : + 2fy-- = () வட்டங்கள் செங்கோணத்தில் 
வெட்டும் . f இன் பல்வேறு மதிப்புக்களுக்குச் சமன்பாடு x2 + y ” 
- 2fy ( = 0 

பல்வேறு வட்டங்களைக் குறிக்கும் . எனவே 
சமன்பாடு ( 5 ) ஒருநிலை வட்டங்களைக் குறிக்கும் . 


மேலும் f = f1 f = f , என்ற மதிப்புக்களுக்குச் சமன்பாடு ( 5 ) 

x + y + 211 } -c = () 

x + y + 2fay - c = 0 
என்ற வட்டங்களை அளிக்கும் . 


இவைகளின் சமத்தொடு அச்சு , 

( x2 + y + 2f1y - c ) - ( x + y + 2f ; y - c ) = 0 


( அது ) { f1 - f ; } y = 0 

f1 - f : + 0 , 


. 


} = 0 . 


எனவே , x ஆயம் இவைகளின் சமத்தொடு அச்சு , 
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fl , f ? என்பவை f- இன் யாதேனும் இரு மதிப்புக்களாகும் . 
எனவே , f- இன் அனைத்து மதிப்புக்களுக்கும் ( அ - து) இந் நிலை 
வட்டங்கள் யாவற்றிற்கும் சமத்தொடு அச்சு x ஆயமேயாகும் . 


x + y * + 2fy - c = 0 என்ற சமன்பாடு பொது அச்சு 
ஒருநிலை வட்டங்களைக் குறிக்கும் . இவ் வமைப்பை அமைப்பு C 
எனக் குறிப்பிடுவோம் . அமைப்பு C -இல் உள்ள ஒவ்வொரு 
வட்டமும் அமைப்பு C- யில் உள்ள அனைத்து வட்டங்களையும் 
செங்கோணத்தில் வெட்டும் . எனவே , அமைப்பு C பொது அச்சு 
செங்குத்து நிலை வட்டங்கள் ( orthogonal system of coaxial circles ) 
இவ்வமைப்பிலுள்ள வட்டங்களின் மையங்களின் x ஆயத் 
தொலைகள் பூச்சியமாகும் . எனவே , அனைத்து வட்டங்களின் 
மையங்களும் y ஆயத்தின் மீதமைந்திருக்கும் . இவ்வமைப்பில் 
மையப் பிணைக்கோடு y ஆயம் , சமத்தொடு அச்சு x ஆயம் 
ஆகும் . 


5-17 , x + y + 2fy - c = 0 -த்தின் எல்லைப்புள்ளிகள் 


x + y + 2fy - c = 0 


பொது அச்சு ஒரு நிலை குத்து வட்டங்கள் எனக் கொள்வோம் . 


இதன் ஆரம் , f = + c 
இது பூச்சியமெனில் , f = + c = 0 ( அ- து ) f == v - c . 
எனவே , எல்லைப்புள்ளிகள் , ( 0 , 1 -- C ) , ( 0 , -1 - c ) . 


5.18 . அமைப்பு C, x + y + 2gx + c = 0 

அமைப்பு C , x2 + y2 + 2fy - c = 0 


எனக்கொள்வோம் . 


அமைப்பு C-யில் மையப் பிணைக்கோடும் . பொது சமத்தொடு 
அச்சும் முறையே x . y ஆயங்கள் என நாம் கண்டோம் . மேலும், 
அமைப்பு C - இல் இவைகள் முறையே y , x ஆயங்கள் எனவும் 
கண்டோம் . 


எனவே , அமைப்பின் சாத்தொடு அச்சும் , மையப் 
பிணைக்கோடும் முறையே இதன் செங்குத்து அமைப்பின் மையப் 
பிணைக்கோடும் பொது சமத்தொடு அச்சுமாகும் . 


ஒரு நிலை வட்டங்கள் 
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5.19 , ஓர் அமைப்பின் எல்லைப்புள்ளிகள் 

அமைப்பின் வெட்டும் புள்ளிகளாகும் . 


அதன் செங்குத்து 


அமைப்பு C - இல் உள்ள யாதேனும் இரு வட்டங்கள் , 


x + y + 2f1y - e = 0 


(1) 


x2 + y + 2fzy -- c = ( ) 


( 2) 


எனக்கொள்வோம் . 


இவைகள் சமத்தொடு அச்சில் ( x ஆயத்தில் ) தம்முள் 
வெட்டுகின்றன . இச் சமன்பாடுகளில் y = 0 எனப்பிரதியிடின் 
x = = c என்றாகும் . இவைகள் வெட்டும் புள்ளிகள் A , B 
எனின் , இவைகளின் ஆயத்தொலைகள் A ( vc , 0 ) , B ( - vc , 0 ) , 
அமைப்பு C - இல் உள்ள அனைத்து வட்டங்களும் இப் புள்ளிகள் 
வழிச் செல்கின்றன . ஆனால் , இப் புள்ளிகள் அமைப்பு C- யின் 
எல்லைப் புள்ளிகள் எனப் பத்தி 5.14- இல் நாம் கண்டோம் . 


5-20 . ஓர் அமைப்பு வட்டங்கள் மெய்யான புள்ளிகளில் 

தம்முள் வெட்டினால் அதன் செங்குத்து அமைப்பு வட்டங் 
கள் கற்பனைப் புள்ளிகளில் தம்முள் வெட்டும் . 


அமைப்பு C - இல் உள்ள வட்டங்கள் தம்முள் வெட்டும் 
புள்ளிகள் ( Vc , 0 ) , { -vc , 0 ) , e < 0 எனில் வெட்டும் புள்ளிகள் 
மெய்யானவையாகவும் , 

c < 0 எனில் வெட்டும் புள்ளிகள் 
கற்பனையானவையாகவும் இருக்கும் . ஆனால், அமைப்பு C- யில் , 
c > 0 எனில் வெட்டும் புள்ளிகள் கற்பனையானவையாகவும் , 
c < 0 எனில் மெய்யானவையாகவும் இருக்கும் எனப் பத்தி 5-12 
வகை ( ii ) , ( iii )- இல் கண்டோம் . 


மேலும் , ( -யின் வட்ட மையம் ( -g , 0 ) . ( -8 , 0 ) புள்ளி 
யிலிருந்து x " + y* + 2fy - c = 0 என்ற அமைப்பு C - இன் 
வட்டத்திற்கு வரையப்படும் தொடுகோட்டின் நீளம், // g - c . 
இஃது அமைப்பு C- யிலுள்ள வட்டத்தின் ஆரமாகும் . எனவே , 
ஓர் அமைப்பின் வட்டங்களில் யாதேனும் ஒன்றிலிருந்து அதன் 
செங்குத்து அமைப்பின் வட்டங்களில் யாதேனும் ஒன்றிற்கு 
வரையப்படும் தொடுகோட்டின் நீளம் முதல் அமைப்பின் வட்ட 
ஆரத்திற்குச் சமமாகும் . 
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5-21 . Si = 0 , S , = 0 

வட்டங்களெனில் 
சேர்ந்தபொது அச்சு ஒருநிலை வட்டங்கனின் சமன்பாடு , 
S1 + AS, = 0 ( A # -1 ) 


S : + AS , = 0 சமன்பாடு A- வின் அனைத்து மதிப்புக் 
களுக்கும் (A + 1 ) , S1 = 0 , s = 0 வட்டடங்கள் வெட்டும் 
புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் வட்டங்களை அளிக்கும் எனப் பத்தி 
5-7 - இல் கண்டோம் . ( அ - து ) S ] + AS, = 0 என்பது 
S1 = 0 , S. = 0 வட்டங்கள் தம்முள் வெட்டும் புள்ளிகள் வழிச் 
செல்லும் ஒருநிலை வட்டங்களைக் குறிக்கும் . 

S1 + AS, = 0 குறிக்கும் ஒரு நிலை வட்டங்களில் யாதேனும் 
இரண்டு S1 + A1S, = 0 , S1 + A.S , = 0 எனக் கொள் 
வோம் . 


Sr = x * + y ? + 2g | x + 2f1y + c1 = 0 
s , = x + y + 2gsx + 2f.y + cs = 0 எனில் , 
Si + A ] S , = x ( 1 + A1) + y (1+ 1 ) + 2x{ g1 + 182 ) 

+ 2y (f1 + ] f ? ) + ( c + A1cy ) = 0 
2 ( 31+ 18 :) 

2f1 + Afs), 
( அ - து) x + y + 

x + 
1 + A1 

1+ 1 
c) + 12 

= 0 

1 + A1 
இவ்வாறே , x + y + 

2 ( 31 + AzL9 ) 

2 (f1 + Af2) , 
1 + A : 

1 + A , 
cl + A : | 
= 0 . 

( 2 ) 
1 + A , 


+ 


இவ்வட்டங்களின் சமத்தொடு அச்சு , 

( 1 ) - ( 2 ) = 0 . 


S1 + AS | S1 + A , S ? 
(அ - து ) 

= 0 . 
1 +11 1 + A , 
( அ - து ) ( 1 + A , )(s1 + 1s ,) - ( 1 + A ] ){S1 + X , s, ) = 0 . 

( 11 - A , ) ( S1 - S . ) = 0 
A1 - A , +0 S .-- S , = 0 

( 3 ) 
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ஆனால் , சமன்பாடு ( 3 ) , S = 0 , S , = 0 வட்டங்களின் 
சமத் தொடு அச்சு . 


எனவே , S1 + AS , = 0 குறிக்கும் ஒரு நிலை வட்டங்களில் 
ஒவ்வோர் இரட்டை வட்டங்களும் ஒரே கோட்டைச் சமத்தொடு 
அச்சாகக் கொண்டிருக்கும் , 


. S1 + AS ? = 0 பொது அச்சு ஒரு நிலை வட்டங்களைக் 
குறிக்கும் . 


5-22 . 


L = 0 கோடும் . S = 0 வட்டமும் வெட்டும் புள்ளிகள் 
வழிச் செல்லும் பொது அச்சு ஒரு நிலை வட்டங்களின் 
சமன்பாடு S + AL = 0 . 


S + AL = 0 சமன்பாடு A-வின் அனைத்து மதிப்புக்களுக்கும் 
S = 0 , 1 = 0 என்ற வட்டமும் கோடும் வெட்டும் புள்ளிகள் 
வழிச் செல்லும் ஒரு நிலை வட்டங்களைக் குறிக்குமென நாம் பத்தி " 
5 8-இல் கண்டோம் . 


A = Al • A = X , என்ற இரு மதிப்புக்களுக்கு S + AL = 0 
ஒரு நிலை வட்டங்களின் இரு வட்டங்கள் , 

S + A1L = 0 

S + A , L 0 
கிடைக்கப் பெறும் . 


இவைகளின் சமத்தொடு அச்சு , 

( S + A1L) - ( S + ASL) = 0 


( அ - து ) 


(11 - A , L = 0 . 
X1 -- X , + 0 


L = 0 . 


A1 , A , மதிப்புக்கள் --வின் யாதேனும் இரு மதிப்புக்கள் 
ஆதலின் S + AL = 0 வட்டங்களின் பொது சமத் தொடு அச்சு 
L = 0 என்ற கோடாகும் . 


எனவே , S + AL = 0 எனும் சமன்பாடு L = 1) கோட்டைச் 
சமத்தொடு அச்சாகக் கொண்ட பொது அச்சு ஒரு நிலை வட்டங் 
களைக் குறிக்கும் . 


-156 


பகுமுறை வடிவ கணிதம் 


மாதிரி 7 : x2 + y : + 2x - 6y = 0 , 2x2 + 2y - 10y + 5 = 0 
- வட்டங்கள் சேர்ந்த பொது அச்சு ஒருநிலை வட்டங்களின் 
எல்லைப் புள்ளிகளையும் , பொதுச் சமத்தொடு அச்சையும் காண்க . 


( 1 ) 


x2 + y + 2x - 6y = 0 
2x + 2y "-10y + 5 = 0 


( அ - து ) x + y * -5y + 


த 

= 0 


சமன்பாடுகள் ( 1 ) , ( 2) குறிக்கும் வட்டங்கள் சேர்ந்த பொது 
-அச்சு வட்டங்கள் , 


{ x* + y* + 2x - 6y ) + A ( x2 + y ? 


5y + 


5 
2 


= 0 


(அ - து ) x ( 1 + A ) + y ( 1 + A ) + 23 

-y ( 6 + 5 ) + 


51 

= 0 


(அ - து ) x2 -- y : + 


2 

-X ) 
1 + A 


( 6 + 5A ) 

1 
1 + A 

5A 
+ 

2 ( 1+ A ) 


= 


0 . 


இதன் ஆரம் = 


V ( + x ) + (31+A ) - 


5A 
2 (1+ ) 


எல்லைப் புள்ளிகள் பூச்சியம் , ஆரம் கொண்ட வட்டங்களாகும் . 


. 


(1+ + 


{ 6 + 5A ) 
4 ( 1 + A ) 


51 

= 0 . 
2 ( 1 + A ) 


( அ - து ) 4 + ( 6 + 5A ) - 10A { 1 + A ) = 0 . 


3X2 + 10A + 8 = 0 . 


{ அ - து) 


( A + 2 ) ( 3 + 4 ) = 0 . 


-எனவே ; A = - 2 , A = - 


3 
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. 


எல்லைப் புள்ளிகள் , 

1 6 + 5A 


4 





[-- 1A ] 


( அ - து ) ( 1 , 2 ) , ( 3 , 1 ) . 


பிறிதொரு முறை 

( 1 ) , ( 2 ) வட்டங்களின் சமத்தொடு அச்சு , 


(x + y + 2x - 6y) - ( 


( x2 + y* 


5y + ) 


5 
( அ - து ) 2x - y- = 0 . 


5 


= 0 . 


பொது அச்சு வட்டங்கள் , 

x " + y2 + 2x - 6y + A [ 2x - y 3 ) 
( அ - து ) x * + y + 2x ( 1 + A ) - } { 6 + A)-2 > = 0 . 
எல்லைப் புள்ளிகள் பூச்சியம் ஆரம் கொண்ட வட்டங்கள் . 


5 


( $ - A ) 2 


5 


. ( 1 + A ) 2 + 


( அ - து ) 41 + A ) + (6 + A ) 2 - 10 / = 0 

5X2 + 302 + 40 = 0 


. 


( அ - து ) X2 + 8A + 8 = 0 





( A + 2 ) ( A + 4 ) 


எனவே , A = - 2 , A = -4 


எல்லைப் புள்ளிகள் , 


[ - ( 1 + N ) , * - > ) . 


A = -2 , A = -4 . 


( அ - து ) ( 1 , 2 ) , ( 3 , 1 ) . 
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மாதிரி 8 : x + y : + 2gx + 2fy + c = 0 , x + y + Xxx + k = 0 
- வட்டங்களின் பொது நாண் ஒரு நிலைத்த புள்ளி வழிச் செல்லும் 
- என நிறுவுக . 


S ; = x2 + y : +- 2gx + 2fy + c = 0 


( 1 ) 


11 . 


( 2 ) 


S , = x + y + A1x + f = 0 


இவ் வட்டங்களின் சமத்தொடு அச்சு , SI - S , = 0 


( அ - து ) ( x + y/ 2 + 2gx + 2fy + c ) - ( x2 - y + A1x + k ) = 0 
( அ - து ) x ( 2g- > 1 ) + 2fy + ( c - k) = 0 
( அ - து) ( 2gx + 2 y + c - k ) -A1x = 0 . 


: S1 = 0 , S. = ) வட்டங்களின் சமத்தொடு அச்சு . 


2gx - 2fy + c -- k = 0 , x = 0 என்ற கோடுகள் வெட்டும் புள்ளி 
வழிச் செல்லும் . A- வின் அனைத்து மதிப்புக்களுக்கும் சமத்தொடு 
அச்சு அப் புள்ளி வழிச் செல்லுமாதலின் , அப் புள்ளி ஒரு நிலைத்த 
புள்ளியாகும் . 


மாதிரி 9 : பொது அச்சு வட்டங்களின் எல்லைப் புள்ளிகளில் 
ஒன்று ஆதி . அதைச் சேர்ந்த வட்டங்களில் ஒன்று x + y2 + 2gx 
+ 2fy -- c = ( ) எனில் , மற்ற எல்லைப் புள்ளியைக் காண்க . 
பொது அச்சு வட்டங்களின் பொது அச்சுச் செங்குத்து வட்டங் 
களின் சமன்பாடு , 

( x + ya ) {g + uf ) + c (x -- Hy) = 0 என நிறுவுக . 


ஓர் எல்லைப்புள்ளி ஆதி ( 0 , 0 ) ஆதலின் , அப் புள்ளி வட்டத் 
தின் சமன்பாடு . 

S = x + y2 = 0 . 


மற்றொரு வட்டம் , S1 = x + y: + 2gx + 2fy + c = 0 . 
எனவே , பொது அச்சு வட்டத்தின் சமன்பாடு , 

S + AST 


( அ - து ) ( x + y ) + X [x3 -|- y : + 2g.x + 2fy + c ) = 0 . 
( அ - து ) x ( 1 + X ) + y ( 1 + ) + 2gXx + 2f > y + c = 0 


159 


ஒருநிலை வட்டங்கள் 


( அ - து ) x2 + y + 


2g 

2fA 
x + 
1 + A 


ch 

= 0 . 
1 + N 


இதன் ஆரம் , 


V ( AA) +( A ) - * 


1 + AL 


இது பூச்சியமெனில் , 

cA 
+ 
1 + X 
(அ - து ) g : 2 + f A2 -cA [1+ A ) = 0 
( அ-து ) A [ [ g + f ? - c ) - c ) = 0 

ஃ ) = 0 , A = 3 + 


-( 1 ) -இன் மையம் , 


( + A • + A ). 


A = 0 எனில் , எல்லைப் புள்ளி , ( 0 , 0 ) 


> =+j_ எனில் , எல்லைப் புள்ளி 


3 + f g + f 


எனவே , மற்ற எல்லைப்புள்ளி , 

cg -cf | 


பொது அச்சு வட்டங்களின் சமன்பாடு , 
2gA 2fAT 

cA 
x2 + y + 

** + 
1+ 1- +1+ 

= 0 

( 2 ) 
x2 + y + 231x + 2f1y + c = 0 (3 ) 
எனும் வட்டம் பொது அச்சு வட்டங்கள் ( 2 ) அனைத்தையும் 
செங்குத்தாக வெட்டுகிறது . 
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2fA 


ch 


2gA 
1-13 

-31 + 


1 + 1 


1 + A + c 


(அ- து ) 2ggA + 2ff1A = c ^ + c1 + cA 
2gs1 -- 2ff1 - = 

c1 ( 1 + X ) 

A 





= 0 . 


( அ -து ) 2gg1 + ? ff1 -- 

( 1 + A ) 

A 


இது A- வின் அனைத்து மதிப்புக்களுக்கும் பொருந்துமாதலின் , 

2gg1 + 2ff1 - c = 0 , c1 = 0 . 


c - 2gs1 . 


2f | 


சமன்பாடு ( 3 )-இல் இதைப் பிரதியிடின் , 

(-2ggi 
x " + y + 2g1x + 2 


y = () என்றாகும் . 


c - 2831 
( அ - து) x + y + 2g1 x + 

281f 


-y 


- 


= 0 ... ( 4) 


= c - 2331 எனக் கொண்டால் , 

2gif 
c - 2gg1 = 21gif (அ - து ) c = 2gs1 + 24gif 


C 


ஃ 2g1 = 


g + f 


இம் மதிப்பை ( 4 ) -இல் பிரதியிடின் 


C 


x2 + y + 


g + 4F [ x + H] = 0 என்றாகும் . 


( அ - து ) (x + y ) ( + f ) + c ( x + Hy ) = 0 . 

மாதிரி 10 : A என்ற புள்ளியின் இரு நிலையான வட்டங் 
களைச் சார்ந்த இசைக் கோடுகள் B- இல் வெட்டுகின்றன எனின் , 
பின் வருவனவற்றை நிறுவுக . 

( i ) AB- ஐ விட்டமாகக் கொண்ட வட்டம் இரு நிலைத்த 
புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் . 
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( ii ) AB- ஐ விட்டமாகக் கொண்ட வட்டம் , நிலை வட்டங் 
களைச் செங்குத்தாக வெட்டுகிறது . 


(iii ) நிலை வட்டங்களின் சமத்தொடு அச்சு AB- ஐ இரு 
சமமாகப் பிரிக்கிறது . 


நிலை வட்டங்கள் , 


x 2 4- y : +2 } x + c = 0 


( 1 ) 


x " + 2 + 2A , x + c = 0 


எனக் கொள் வோம் . 


இவ் வட்டங்களின் சமத்தொடு அச்சு , 

( x + y * +2> 1x + c ) - ( x + y " + 2Xqx + c ) = 0 . 


( அ- து ) (11-12 ) x = 0 . 

A1 - A , + 0 . 


A புள்ளியின் ஆயத்தொலைகள் , {x } , } 1 ) எனில் வட்டங்கள் 
( 1 ) , ( 2 )-ஐச் சார்ந்த அதன் இசைக்கோடுகள் , 
xx1 + yy ] + A1 ( x + x ) + c = ) 

( 3 ) 
XX | + yy1 + A2 ( x + x1 ) + c = 0 

( 4 ) 
இவைகள் வெட்டும் புள்ளி B ஆகும் . 


( 3 )-இலிருந்து ( 4 ) -ஐக் கழிக்க, 

( 11-2) ( x + x1 ) 


A1- ^ 2 + 0 , x = - x1 


இதை ( 3 )-இல் பிரதியிடின் , 
-x2 + yyi + c = 0 


2 


} = 


Yi 


எனவே , B- யின் ஆயத் தொலைகள் , 


- ) 


11 


ப.வ. - 11 
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( i ) AB- ஐ விட்டமாகக் கொண்ட வட்டம் , 


( x-x}}{x+ xy ) + ( y-) ) ( 

(y -**) 
( அ-து ) x - xy* + y* -)( ) ) -yy: + ( x ; * -c) = 0 


எனவே , AB- ஐ விட்டமாகக் கொண்ட வட்டம் , 


x2 -- } 


y : + 


* ) -c=0 ..... 


( 5 ) 


11 


சமன்பாடு ( 5 ) -இல் y = 0 எனப் பிரதியிட , 

x - C = 0 என்றாகும் . 





x = = c . ( c ஒரு மாறிலி ). 


எனவே , AB- ஐ விட்டமாகக் கொண்ட வட்டம் ( 5 ) நிலைத்த 
புள்ளிகளான ( c , 0 ) , ( -vc , 0 ) வழிச் செல்லும் . 

( ii ) வட்டம் ( 5 ) வட்டங்கள் ( 1 ) , ( 2 ) -ஐச் செங்குத்தாக 
வெட்டினால் , 

-f1 " -c 
2/1 { 0 } --- 2 ( 0 ) ] y1 --- 

I 


= ( -C 


246)[7> + 


( அ - து ) 0 = 0 என்றாகும் . 

எனவே , வட்டம் ( 5 ) விட்டங்கள் ( 1 ) , ( 2 )-ஐச் செங்குத்தாக 
வெட்டும் , 


( iii) வட்டங்கள் ( 1 ) , ( 2 )-இன் சமத்தொடு அச்சு x = 0 . 


x1 - X1 


AB- இன் மையப் புள்ளி x = 


= 


0 . 


x1 


1 + 


Y1 


எனவே , AB- இன் மையப் புள்ளி x = 0 என்ற சமத் தொடு 
அக்சு மீது அமைந்துள்ளது . 

( அ - து ) x = () {y ஆயம்) என்ற சமத்தொடு அச்சு AB- ஐ 
இரு சமமாகப் பிரிக்கிறது . 
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பயிற்சி 5.2 . 


1 . 


( 1 , 2 ) , ( 3 , 4 ) என்ற எல்லைப் புள்ளிகளைக் கொண்ட 
பொது அச்சு வட்டங்களில் ஒன்று ஆதி வழிச் செல்லின் , 
அதன் சமன் பாட்டைக் காண்க . 


--- 


பொது 


2. x2 = y ? - 6x - 6y + 4 = 0 , x2 + ] 
வட்டங்களைக் கொண்ட 

அச்சு 
வட்டங்களின் சமத்தொடு அச்சு , எல்லைப் புள்ளிகள் 
காண்க . 


-3 . A- வின் அனைத்து மதிப்புக்களுக்கும் x2 + y + 2ax 

+ 2by - 2A ( ax - by ) = 0 என்ற சமன்பாடு பொது 
அச்சு ஒரு நிலை வட்டங்களைக் குறிக்கும் என நிறுவுக . 
சமத்தொடு அச்சுக் காண்க . 


4. பொது அச்சு வட்டங்களைச் சேர்ந்த மூன்று வட்டங் 

களுக்கு ஒரு நிலைத்த புள்ளியிலிருந்து வரையும் தொடு 
கோடுகளின் நீளங்கள் முறையே 11 , 12 , 13 ஆகும் . 
P , Q , R அவ் வட்டங்களின் மையங்கள் எனின் , 

QR.ty 2 + RP.t , + PQ.tg ? = ( 0 
என நிறுவுக . 


5 . 


ஆதியை ஓர் எல்லைப் புள்ளியாகக் கொண்ட பொது 
அச்சு வட்டங்களில் 

ஒன்று x + y - 8x - 1-2y 
+ 28 = 0 எனின் , மற்ற எல்லைப் புள்ளியைக் காண்க . 


8. x + y 2x = 0 சேர்ந்த பொது 

அச்சு வட்டங் 
களின் ஓர் எல்லைப் புள்ளி ( 4 , 4 ) எனில் மற்ற எல்லைப் 
புள்ளியைக் காண்க . 


7. * + " 

+ 1 = 0 


2x - R1 + 9 = 0 , x + y + 6x - 2y 
வட்டங்களின் சமத்தொடு அச்சுக் காண்க . 


8. x2 + y 2 - 4 = 0 . x2 + y " - 2x - 4y + 4 

வட்டங்களின் பொது நாணை விட்டமாகக் கொண்ட 
வட்டத்தின் சமன்பாடு காண்க . 


9. x2 + y ? + 2 - 4 = 0 , x2 + y " + 2x + 2y - 10 = 0 

வட்டங்கள் சேர்ந்த பொது அச்சு ஒருநிலை வட்டங்களின் 
எல்லைப் புள்ளிகள் யாவை ? 
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வட்டங் 


10. x2 + y + x - 7y = 0 , x2 + y3_3x - 4y = 0 

களின் பொது நாணின் நீளம் என்ன ? 


11. x ? --12-2x + 61-3-0 , x + y + 2x + 4y + 1 = 0 , 

2x " + 2y + 6x + 8y - 3 = 0 வட்டங்களின் சமத்தொடு 
வரைச் சந்தியைக் காண்க . 


12. இரு வட்டங்களைச் சார்ந்த P புள்ளியின் இசைக்கோடுகள் 

Q- வில் வெட்டுகின்றன . அவ்வட்டங்களின் சமத்தொடு 
அச்சு PQ- ஐ இரு சமமாகப் பிரிக்கிறது என நிறுவுக . 


13. கொடுக்கப்பட்டுள்ள இரு வட்டங்களும் , அவைகளின் 

வடிவொப்ப வட்டமும் ( circle of similitude ) பொது 
அச்சு வட்டங்கள் என நிறுவுக . 


ஒரு வட்டம் 


14. x + = 4 , x + y - 2x- 4y + 4 = () வட்டங்கள் 

வெட்டும் புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் 
x + 2y = 5 கோட்டைத் தொடுமெனில் , அவ்வட்டத்தின் 
சமன்பாடு காண்க . 


15. x2 + y + 4x + 3y + 2 = 0 , x + y * + 2x+ 3y + 1 = 0 

வட்டங்களின் பொது நாணை விட்டமாகக் கொண்ட 
வட்டத்தின் சமன்பாடு காண்க . 


16. P புள்ளியிலிருந்து x + y * -2x - 4y + 4 = 0 , x " + ] 

+ 10x4-12y + 45 = 0 வட்டங்களுக்கு வரையும் தொடு 
கோடுகளின் நீளம் 3 : 4 விகிதத்திலிருப்பின் , P- யின் 
இயங்கு வழி ஒரு வட்டம் என நிறுவுக . இவ்விட்டமும் 
மற்ற இரு வட்டங்களும் பொது அச்சு வட்டங்கள் என 

நிறுவுக . 
17. ( 0 , 0 ), (a , b) புள்ளிகளை எல்லைப் 

புள்ளிகளாகக் 
கொண்ட பொது அச்சு வட்டங்களின் சமன்பாடு 

x2 + y + A ( 2ax + 2by - a - b2 ) = 0 என நிறுவுக . 
18. ( 2 , 1 )-ஐ எல்லைப் புள்ளியாகக் கொண்ட பொது அச்சு 

வட்டங்களில் ஒன்று x + y -- 6x - 4y - 3 = 0 எனில் , 
சமத்தொடு அச்சு , பிறிதோர் எல்லைப்புள்ளி காண்க . 


19. இரு வட்டங்கள் மூன்றாவது வட்டத்தைச் செங்கோணத் 

தில் வெட்டினால் , அவ்விரு வட்டங்களின் சமத்தொடு 
அச்சு மூன்றாவது வட்டத்தின் மையம்வழிச் செல்லும் 
என நிறுவுக . 
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20. x + y_ex - 6y + 4 = 0 , x + y2-2x - 4y + 3 = 0 

வட்டங்களைக் கொண்ட பொது அச்சு வட்டங்களின் 
எல்கப் புள்ளிகள் யாவை ? 


21. x + y : + 2gx + c = 0 பொது அச்சு வட்டங்களைச் சார்ந்த 

Ex - my = 1 கோட்டின் இசைப்புள்ளிகள் x ( mx - ly ) 
-y - mc = 0 என்ற வளைவரையின் மீது அமையும் என 
நிறுவுக . 


22. x + y/ 2 + x + 5y - 2 = 0 , x " -- y ? + 2x + 5y - 4 = 0 
வட்டங்களின் பொது நாணை 

விட்டமாகக் கொண்ட 
வட்டத்தின் சமன்பாடு காண்க . 


23. y = 7 என்ற கோட்டினை விட்டமாகவும் , ( 3 , 0 ) புள்ளி 

வழியாகவும் செல்லும் வட்டங்களின் பொதுச் சமன்பாடு 
காண்க . இவைகள் பொது அச்சு வட்டங்கள் என 
நிறுவிச் சமத்தொடு அச்சுக் காண்க . 


24. ( x - a ) : + y = a , x : + ( y - b ) 2 = h ? வட்டங்களின் பொது 

நாணை விட்டமாகக் கொண்ட வட்டத்தின் சமன்பாடு 
காண்க . 


25 . 


ஒரு வட்டத்தைச் சார்ந்த துணையியப் புள்ளிகள் A , B 
எனில் , AB- ஐ விட்டமாகக் கொண்ட வட்டம் முதல் 
வட்டத்தைச் செங்கோணத்தில் வெட்டும் என நிறுவுக . 


விடைகள் 


1 . x + y --x - 3y = 0. 2. 4x + 2y 1 ; ( -1 , 1 ); 
1 8 

28 
8. ax_by = 0 . 5. ( 2 , 3 ) . 8 . 
5 5 

251 25 
2x + y - 2 = 0 . 8. 5x2 + 5ye - 8x - 16y + 12 = 0 . 

5 
9. ( 1 , -- 1 ) , ( 5 , - 1 ) . 10. 5 . 11 . 

7 14. x2 + y 





- x - 2y = 0 . 15 . 2x : + 2y2 + 2x + 6y + 1 = 0 . 

1 8 
18. x + y + 4 = 0 ; ( -5 , -6 ) . 20. ( -1 , 1 ) ; 

51 5 
23. x + y - 14y - 9 -- 2g( x - 3 ) ; x = 3 . 24. ( a + b ) 
( x2 + y " ) = 2ab ( bx + ay) , 


6 . பரவளைவு 

( Parabola) 


6.1 . கூம்பு வெட்டி - வரையறை ( Conic Section ) 

நிலைத்த புள்ளி ஒன்றிலிருந்து P என்ற யாதேனும் ஒரு. 
புள்ளிக்கு உள்ள தூரமும் , நிலையான ஒரு கோட்டிலிருந்து 
அப் புள்ளிக்கு ( P ) உள்ள தூரமும் மாறா விகிதத்திலிருப்பின் , 
P- யின் இயங்கு வழி கூம்பு வெட்டி எனப்படும் . 


மாறா விகிதத்தை மையத்தொலை விகிதம் ( eccentricity ) 
எனக் கூறுகிறோம் . இதை e எனக் குறியிடுவது மரபு . 


நிலைத்த புள்ளி குவியம் (focus ) எனவும் , நிலையான கோடு 
இயக்குவரை ( directrix ) எனவும் கூறப்படுகின்றன . குவியத்தை. 
யும் , இயக்குவரையையும் முறையே S. ! எனக் குறியிடுவோம் . 


எனில் , P- யின் இயங்கு வழியான கூம்பு வளைவு 
பரவளைவு { parabola ) எனப்படும் . e < 1 எனில் அது நீள் வட்டம் 
( ellipse ) எனவும் , e > 1 எனில் அதிபரவளைவு ( hyperbola ) 
எனவும் கூறப்படும் . 


6.2 . 

பரவளை வின் சமன்பாடு 
இயக்குவரை 1x + my + 1 = 0 எனவும் , SL , 3 ) புள்ளி 
குவியம் எனவும் கொள்வோம் . 


P ( x1 , } 1 ) என்பது பரவளைவின் மீதுள்ள யாதேனும் ஒரு 
புள்ளி எனின் , இயக்குவரைக்கு P- யிலிருந்து PM என்ற செங்குத் 
துக்கோடு வரை யவும் 


வரையறையின்படி , 

SP 

--- 2 - 1 


PM 
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. 


SP ? = PM ?, 


*. 


(x; -d)*+ ();-s) = 


xx + imy1 + h 

VI " + ma 


( அ - து ) ( l + me ) [ x ] = + y1 " - 2dx1 2 By1 + 2 + B ] 

= [ l x 2 + !m y1 + n + 2/ m.x } 1 + 2nlx1 + 2mny1 ] 


( அ - து ) (7xy – / y ) -2 [ [ ! ” + m ) + nl ] x ] 

-2 [ B { le + m } + man ]y1 \ 

-- [ [ 12 +-m ) ( d + B3) -- n ] = 0 . 


P [ x ] , y1 ) புள்ளியின் இயங்கு வழி 


( m.x - ly) - 2gx + 2 / y + t == 0 வடிவில் இருக்கும் . ) 


6.3.1 பரவளை வின் சமன்பாடு- நியமவடிவம் 

குவியம் S எனவும் , இயக்கு வரை | எனவும் கொள்வோம் .. 


P (xy ) 


N 
A | ( 0,0 ) | sla ) 


X 





படம் 48 . 


S வழியாக இயக்கு வரைக்கு XZ என்ற செங்குத்துக் கோடு 
வரையவும் . SZ- ஐ A- இல் இரு சமமாகப் பிரித்து A வழி SZ-க்குச் 
செங்குத்தாக AY என்ற கோடு வரையவும் . 


AX , AY என்ற செங்குத்துக் கோடுகளை முறையே x , y ஆயங் 
களாகக் கொண்டால் A , S , Z புள்ளிகளின் ஆயத் தொலைகள் 
முறையே ( 0 , 0 ) , (a , 0 ) , ( -- [!, (0 ) ஆகும் . 
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பரவளைவின் வரையறையின்படி A புள்ளி அவ் வளைவின் மீது 
அமையும் . P ( xy , yr ) என்பது பரவளைவின் மீதுள்ள யாதேனும் 
ஒரு புள்ளி யெனின் , P-யிலிருந்து இயக்கு வரைக்கு வரையப்படும் 
PM என்ற செங்குத்துக் கோட்டின் நீளம் ( x + a) ஆகும் . 


மேலும் , SP = V ( xy - a) + y1 


21 


SP 
வரையறையின்படி 

PM 


= e = 1 


( அ - து) SP = PM ? 

( x1 - a ) + y = {x1 + ay " 





4ax ) 


எனவே , பரவளைவின் சமன்பாடு ( P- யின் இயங்கு வழி) 


y * = 4ax . 


( அ - து ) PN : = 4AS.AN. 


6.4 . பரவளை வின் முனை , அச்சு , முனை யிடத்துத் தொடுகோடு 

A( 0 , 0 ) என்ற புள்ளி பரவளைவின் முனை ( vertex ) எனவும், 
x , y ஆயங்கள் முறையே அதன் அச்சு (axis ) , முனையிடத்துத் 
தொடுகோடு (tangent at the vertex ) எனவும் கூறப்படுகின்றன . 


6-5 . செவ்வகலம் ( Latus Rectum ) 


குவியம் ( S) வழியாக x ஆயத்திற்குச் செங்குத்தாக வரையும் 
கோடு பரவளை வை L, L புள்ளிகளில் வெட்டினால் , LSL எனும் 
நாண் பரவளைவின் செவ்வகலம் (latus rectum ) எனப்படுகிறது . 


y = 4ax பரவளைவில் 1 புள்ளியின் y ஆயத்தொலை SL , x 
ஆயத்தொலை AS = d ஆகும் . 1 புள்ளி பரவளை வின் மீதுள்ள தால் , 


y = 4a.a = 4a 


y = + 2a 


எனவே , SL = 2a செவ் வகலத்தின் நீளம் , 

SL + SL = 2a + 2a = 4a . 
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86. இயக்குவரை ( Directrix ) 

y = 4ax பரவளைவிற்கு இயக்குவரை y ஆயத்திற்கு இணை 
யாக -a தூரத்திலிருப்பதால் இயக்கு வரையின் சமன்பாடு , 


( அ - து ) x + a = 0 . 


67 . Y ? = 4ax பரவளை வின் தன்மைகன் 

X- இன் ஒவ்வொரு மதிப்பிற்கும் y சமமும் எதிருமான இரு 
மதிப்புக்கள் கொண்டிருக்கும் . எனவே பரவளைவு x ஆயத்துடன் 
சமச்சீர் ( symmetric ) உடையதாகும் . 


x = 0 எனில் , y = 0 . எனவே , பரவளைவு ஆதிவழிச் 
செல்லும் . x-இன் எதிரெண் மதிப்புக்களுக்கு ) -இன் மதிப்புக்கள் 
கற்பனை ஆதலின் பரவளைவின் புள்ளிகள் Y ஆயத்தின் இடப்புற 
மிரா . ( அ.து ) y ஆயத்தின் வலப்பக்கத்தில் 

வளைவரை 
இருக்கும் . 


x- இன் மதிப்பு அதிகரிப்பின் 3 - இன் மதிப்பும் அதிகரிக்கும் . 
x மதிப்புக் கந்தழியை (infinity ) தெருங்கின் y- இன் மதிப்பும் 
கந்தழியை நெருங்கும் . y = 4ax பரவிளைவின் அமைப்புப் படம் 
43 - இல் உள்ளது போலிருக்கும் . பரவளைவின் இரு பிரிவுகளும் 
y ஆயத்திற்கு வலப்பக்கத்தில் கந்தழியை நெருங்கிச் செல்லும் . 


$ 8 . 


பரவளை வின் சில வடிவங்கள் 


AI 


s ( a - 


S ( 40 ) 


( i ) y = 4ax 


-4ar 
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y 


500 - a ) 


S ( 0 , a ) 


AL 


(ii) x = 4 aay 


( iv ) x = -4ay 


படம் 44 . 


மாதிரி 1 : ( 1 , 2 ) புள்ளியைக் குவியமாகவும் , x + y = 2 
கோட்டை இயக்கு வரையாகவும் கொண்ட பரவளைவின் சமன்பாடு 
காண்க . 

P ( x1 , y1 ) புள்ளி பரவளைவின் மீதுள்ளது எனக் கொள்வோம் . 
S ( 1 , 2 ) ஆதலின் , 

SP = 1 ( x1- 1 )2 + (11-2) 
x + y - 2 = 0 இயக்குவரையிலிருந்து P( x , y ) என்ற 
புள்ளிக்கு உள்ள தூரம் , 


X1+ }1 - 2 


+ 11 + 1 


வரையறையின்படி , 

V ( x ; - 1) + (y1-2) 


x1 + y1-2 


* 2 


( அ - து) 2 [ { x - 1 ) : + ( 1-2)] = { x : + y1-2 ) " . 

2 [ x 2 + y12- 2x1-4y : + 5 ] 

= x + Y12 + 4 + 2xy1-4x1-4y1 
* x + y1 * - 2x ; y1-4 } | + 6 = 0 
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எனவே , பரவளைவின் சமன்பாடு ( P- யின் இயங்கு வழி ) 

x " -2xy + y2-4y + 6 = 0 . 


மாதிரி 2 : y " + 4x - 2y + 3 = 0 என்ற 

பரவளைவின் 
செவ்வகலம் , முனை , குவியம் , அச்சு , இயக்கு வரை முதலியவற் 
றைக் காண்க . 


y + 4x- 2y + 3 = 0 


y - 2y + 1 = - 4x - 2 


( அ - து ) ( y - 1 ) : = -4 


-4 ( x + 1 ) 
) புள்ளிக்கு மாற்றினால் பரவகாலின் 


ஆதியை ( 1 , 


சமன்பாடு Y2 = -4X என்றாகும் . 


புதிய ஆயங்களைச் சார்ந்து y = -4x பரவளைவின் 


செவ்வகலம் 


a = 1 


முனை 


குவியம் 
அச்சு 


( X = 0 , Y = 0 ) 
( X = -1 , Y = {} ) 
Y = 0 


இயக்குவரை 


எனவே , பழைய ஆயங்களைப் பொறுத்துச் 
செவ்வகலம் 

4 


முனை 


1 

= 0 , y - 1 = 0 
2 


) ( அ - து ) ( -11) 
1 ,y - 1= 0 ) ( அ - து ) ( 

(-1) 


1 


குவியம் 


அச்சுச் சமன்பாடு y - 1 = 0 . 


1 
இயக்குவரையின் சமன்பாடு x + - 1 = 0 

2 


( அ - து ) 2x- 1 = 0 . 
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பரவளைவின் படம் பின் வருமாறு இருக்கும் . 


g 


L 


YY 

| 
. 
| 


அச்சு 


Pol 


// C ) 


1 


ப 


| 


O 


| 
| 


இயக்குவரை 
2X - 1 = 0 


| 
| 


| 


படம் 45 


* 6-9 . y = mx + c கோடு , y = 4ax பரவளை விற்குத் தொடு 
கோடாவதற்குத் தேவையான கட்டுப்பாடு 
y = mx + c 

( 1 ) 


y 


= 4ar 


இவ்விரு சமன்பாடுகளைத் தீர்க்க 

( mx + c ) = 4ax 


(அ.து ) mex + 2 ( mc - 2a ) x + c = 0 


(3 ) 


இது x- இல் இருபடிச் சமன்பாடாதலின் x- க்கு இரு மதிப்புக்கள் 
உண்டு . இவ்விரு மதிப்புக்களும் ( 1 ), ( 2) வெட்டும் புள்ளிகள் 
X ஆயத் தொலைகளை அளிக்கும் . கோடு ( 1 ) , பரவளைவு ( 2 )-இன் 
தொடுகோடெனில் , X- இன் இரு மதிப்புக்களும் சமமாகும் . 


. சமன்பாடு ( 3 )-இன் தன்மைக் காட்டி பூச்சியமாகும் . 
. (அ - து ) 4 ( mc - 2a) -4mc2 = 0 


a = cm 
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a 


( அ - து ) c = 


m 


4ax பரவளைவின் தொடு 


எனவே , y = mix + c கோடு y : 

a 
கோடெனில் , c = ஆகும் . 

2 


எனும் கோடு y : 


= 4ax | 


1 


al 
(அ - து ) y = htx + 
வளைவின் தொடு கோடாகும் . 


6:10 . y = 4ax பரவளை விற்குப் புறத்தேயுள்ள ஒரு புள்ளியி 

லிருந்து இரு தொடு கோடுகள் வரையக் கூடும் 


= 4ax பரவளைவிற்குப் புறத்தே உள்ள புள்ளி (xy , y :) 
எனக் கொள்வோம் . 


4 


பரவளைவின் தொடு கோடு y = mx + 

1 


இது (x ) , y1 ) புள்ளி வழிச் செல்லின் y = mx ] + 


H 


( அ - து } mexy - my1 + a = 0 ... 


இது 11 - மில் 

இருபடிச் சமன்பாடாதலின் , 11- மிற்கு இரு 
மதிப்புக்கள் உண்டு . அவைகள் m , m , எனக் கொள்வோம் . 


இம்மதிப்புக்களை y = mx + 


4 

-இல் பிரதியிடின் , 
11 


d 
y = mix + 

ml 


4 
y = myx + 

ma 
என்ற இரு தொடுகோடுகள் கிடைக்கப்பெறும் . 


எனவே , புறத்தேயுள்ள ஒரு புள்ளியிலிருந்து பரவளைவிற்கு 
இரு தொடுகோடுகள் வரையக்கூடும் . 


கிளை : இயக்கு வரையிலுள்ள 

புள்ளியிலிருந்து 
பரவளைவுக்கு வரையும் தொடுகோடுகள் தம்முள் செங்குத்தாக 
இருக்கும் . 
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6-11 . y = 4ax பாவளை விற்கு ( x ] : y1 ) புள்ளியிடத்துத் தொடு 

கோடு 
P [ x ] > ya ) , Q ( x , y, ) என்பவை பரவளைவின் மீது மிக 
அருகாமையிலுள்ள புள்ளிகள் எனக் கொள்வோம் . 


4ax | 


... 


( 1 ) 


p = 4ax , 


( 2) 


எனவே , 


Vi * - y2 " = 4a { x1 - x2 ) 
21 - y : 

4al 
x1 - x9| J1 + }, 


(அ - து ) 


- 


(3) 


P, Q புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் கோட்டின் சமன்பாடு , 

} -y : 
y1 -y , 


11 - y2 | 

( x - x ) 


4a ( x - x1 ) 

( 4 ) 
y1 - ye | 

[ சமன்பாடு3- இன் படி ) . 


PO என்ற நாண் P புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடெனின் , 


இம்மதிப்புக்களை ( 4 ) -இல் பிரதியிடின் , 


2a 


y - y1 = 


( x - x ) 


ஃ yy1 - y1 = 2ax- 2ax , 


( அ - து ) yy1-2ax = yi - 2ax ; 


இரு பக்கமும் - 2ax1- ஐக் கூட்டினால் , 

yy1- 2a ( x + x1 ) = y1-4ax = 0 [ : சமன்பாடு ( 1 )] 
* P ( xy , yr ) புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு 

yy1--2a { x + x ) = 0 . 
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a 


தொடுகோடு , y = 4ax பாவளைவைத் 


6-12. y = mix + 

m 
தொடும் புள்ளி 


a 
y = hx + 

n 


y = 4ax 


( 2) 


கோடு ( 1 ) , பரவளைவு ( 2 )-ஐத் தொடும் புள்ளி ( x ) , y ) 
எனக் கொள்வோம் . 


( x1 , J1 ) புள்ளியிடத்துப் பரவளைவின் தொடுகோடு , 

yy1-2a ( x + x ) = 0 . 


(அ - து ) yy : -2ax + 2axy 


... 


சமன்பாடுகள் ( 1 ) , ( 3 ) ஒரே நேர்க் கோட்டைக் குறிக்கும் . 


- 


. 


17 


. 


24 


2ax | 


2a 


. 


al 
ma 

* y = 


a 


எனவே , y = mx + 


தொடுகோடு y = 4ax பரவளைவைத் 


11 


தொடும் புள்ளி ( + . 2 ) 


6-13 . தொடுகோடுகள் வெட்டும் புள்ளி 

P ( x1 , } 1 ), Q ( xy , y2 ) புள்ளிகளிடத்து y = 4ax பரவளைவிற்கு 
வரையும் தொடுகோடுகள் , 
yy1 = 2a(x + x ) 

( 1 ) 
py , = 2a { x + x, ) 

( 2) 
சமன்பாடுகள் ( 1 ) , ( 2 ) -ஐத் தீர்க்க வெட்டும் புள்ளிகள் 
கிடைக்கப் பெறும் . 


... 


( 1 )-இலிருந்து ( 2 )-ஐக் கழிப்பின் 

y ( y1 - y , ) = 2a ( x : -x2 ) 
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( அ- து ) y = 


2a( x1 - x ; ) 

} 1-13 


ஆனால் 

y1 - ya 
X1 --X , 


[ பத்தி 6 11 , சமன்பாடு 3 ) 


Y1 + 12 


J1 + y : 


y1 + ya 


y- யின் மதிப்பை ( 1 ) -இல் பிரதியிடின் , 
} 1 + y : | 

2 ( x + x ) 
2 


J ] = 


{ y1 + Y ? } y1 


2ax1 


* 


= 


} 1 " + y] } s - 4axy 

4a 


- 


2a 


1 ) 


[ :: y " - 4ax = 0 ]. 


எனவே , ( x ] y1 ) , ( x2 , y ? ) புள்ளிகளிடத்து y = 4ax 
பரவளை விற்கு வரையும் தொடுகோடுகள் வெட்டும் புள்ளி , 

} 1 } ? | y1 + 2 | 
4a - 


( 


2 ) 


6.14 . (x ) , yi ) புள்ளியிடத்துச் செங்கோடு 

பரவளைவு : 4dx எனின் , 
{ x1 , y1 ) புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு , 

yy1 = 2a (x + x ) 


24 


தொடு கோட்டின் சரிவு 


11 


( x + y1 ) புள்ளியிடத்துச் செங்கோட்டின் சரிவு , 

1 

ஆகும் . ( num , = -1 ) . 
24 


எனவே , செங்கோட்டின் சமன்பாடு , 


- } -y1 = 


( x - x1 ) . 


2a 


பரவளைவு , 
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மாதிரி 3 : குவியம் ( S ) வழிச் செல்லும் ஒரு கோடு y ” 

= 4x 
பரவளைவை P, P புள்ளிகளில் வெட்டுகிறது . P , P புள்ளி 
களிடத்துப் பரவளைவிற்கு வரையும் தொடுகோடுகள் இயக்கு 
வரையின்மீது தம்முள் செங்குத்தாக வெட்டும் என நிறுவுக . 


P { x ] , yx ) , P (xg , ye ) எனக் கொள்வோம் . 


PP என்ற நாணின் சமன்பாடு , 


X - X 


} -y 
11 - ys 


} 1 -- y : 
( அ - து ) y - y1 = 

x1 - x2| 


( x - x ) . 


ஆனால் , 


Y1-12 
x1 - X, 


4a 
} 1 + - } , 


[ பத்தி 6.11 - சமன்பாடு 3 ) . 


. 


4a 
} -y1 = 

} 1 + y , 


( x - x ) 


இது குவியம் S ( a , 0 ) வழிச் செல்கிறது . 


எனவே , 


4a 
31 + yz 


( a - x1 ) 


( அ - து ) -y - yy : = 4a2 -4ax1 


.. 


} y ; = -4a2 


[ y - 4axi = 0 ] 


P ( x1> y1 ) , Q(xg , ye ) புள்ளிகளிடத்து y = 4ax பரவளை 
விற்கு வரையும் தொடுகோடுகளின் சரிவுகள் முறையே , 

2a 
1 ya 


இவைகள் தம்முள் செங்குத்தானவை யாதலின் , 


2a 2a 
y1 ye 


( அ - து ) yy ? = - 
ப.வ. - 12 


4a 
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இது ( 1 } -இன்படி மெய்யாதலின் , ( x , y } } , (xg , y , ) புள்ளி 
களிடத்து 

வரையும் தொடுகோடுகள் தம்முள் செங்குத்தாய் 
வெட்டும் . 


மேலும் இரு தொடுகோடுகளும் வெட்டும் புள்ளி , 


y1 + ye 


" ) (பத்தி 6-19 ) 


4a 


வெட்டும் புள்ளியின் x ஆயத் தொலை , 


Y1Y :| 

4a 


-41 
4a 


எனவே , அத் தொடுகோடுகள் x + a = 0 என்ற இயக்கு 
வரையின் மீது வெட்டும் . 


மாதிரி 4 : P , Q , R என்ற உச்சிகளைப் பரவளைவின்மீது 
கொண்டுள்ள ஒரு முக்கோணத்தின் பரப்பு , அவ் வளைவிற்கு அப் 
புள்ளிகளிடத்துத் தொடுகோடுகளால் அமையும் முக்கோணத்தின் 
பரப்பில் இரு மடங்காகும் என நிறுவுக . 


P (Tu ) 


RA3 


படம் 46 . 


பர வளைவு y = 4ax எனவும் , P, Q , R புள்ளிகளின் ஆயத் 
தொலைகள் முறையே (x1 , y1 ) , (x ,, ys ) , (xg , ys ) எனவும் 
கொள்வோம் . 
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P (xy ) புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு , 

yp1 = 2a ( x + xx ) 


(1) 


Q ( xgy :) புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு , 

Yy2 = 2a ( x + x9 ) 
R(xgys ) புள்ளியிடத்துக் தொடுகோடு , 

yys = 2a( x + xg ) 


( 3 ) 


தொடுகோடுகள் ( 1 ) , ( 2 ) வெட்டும் புள்ளி , 

y ! + y2 
L 
4a 

2 


தொடு கோடுகள் ( 2) , ( 3 ) வெட்டும் புள்ளி , 


N 


( 


y ? + y3 

2 


* ” ) 


4a 


தொடுகோடுகள் ( 3 ) , ( 1 ) வெட்டும் புள்ளி , 


M ( , 2 ) 

[ 4 ( - * " ) 


ALMN = 


1 
2 


+ 


yays 
4a | 


ys + Y1 | 

2 


+ 


2 ( 22 - 2- ) ) 


1 

[ y ] y2 ( y2 - y1 } + yzy3 ( y3 - ye ) + ygy1 ( y1 - ya ) ] . 
16a 


APQR 


1 
2 ) 


( x1 (y: -ys ) + xa (ys - y1 ) + x ( y1 - y :) 

(y : -ys ) + ( y3 - y ) + " 
-ys ) 
[ y12( y , -ys) + y = "{ y ; - > 1 ) + ys (y1 -- ys )] 


1 


8a 
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1 

[yy2(11 - y , ) + y ; y s ( y2 - y3 ) + ysy1 (ys - y1 )] 
8a 


1 

[ y ; y , ( ya - y1 ) + yys ( ys - y ) + yg) ( y - ys ) ] 
Bal 


APQR- இன் எண்ணளவு , 


1 
8a 


[ y ; ys ( y : -y1 ) + yzys ( ys - y2 ) + ygya (y1 - ys ) . 


1 
2ALMN = 2 [yly fy - } 1 ) + Yeys( ys - ye ) 
16 

+ yayl(y1 - ys )] 
1 
8a[ y ] v , ( y2 - y1 ) + y ? ys (ys - ye ) 

+ yay1 { y1 - ys ) 
A PQR | 


மாதிரி 5 : = 4ax பரவளைவிற்கு வரையும் இரு தொடு 
கோடுகள் X ஆயத்துடன் ஏற்படுத்தும் கோணங்கள் 01 , 0 ,. 
tan 01 , tan G , ஒரு மாறிலி எனின் , அத் தொடு கோடுகள் வெட்டும் 
புள்ளியின் இயங்கு வழிக் காண்க . 


தொடுகோடுகள் வெட்டும் புள்ளி ( xy , y1 ) எனில் , இப் புள்ளி 
வழிச் செல்லும் இரு தொடு கோடுகளின் சரிவுகளான 1971 > 197 ) 
என்பவை பத்தி 6.10 - இல் சமன்பாடு ( 1 )-இன் படி , 

m * x1 - my1 + a = 0 


என்ற சமன்பாட்டின் மூலம் கிடைக்கப்பெறும் . 


* 


11 
ml + m = 


4 ) 


x1 


tan gi , tan 8 , 


- 


ஒரு மாறிலி = 

K ( என்க) 


P ? 17 , = K 


( அ- து ) 


a 
Y1 | 


= K. 
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எனவே , ( x ) , yx ) புள்ளியின் இயங்குவழி 


= K 


( அ- து ) Kx - a = 0 ஆகும் . 


16-15 . துணை அலகு ( Parameter ) 

-யின் அனைத்து மதிப்புக்களுக்கும் x = al , y = 2at என்பது 
y= 4ax பரவளைவில் பொருந்தும் . எனவே , 1 - யின் எல்லா 
மதிப்புக்களுக்கும் (at , 2at ) என்ற 

புள்ளி அப்பரவளைவின் 
மீதமையும் . 1 - க்குத் துணை அலகு என்று பெயர் . எனவே , 
y = 4ax பரவளைவின் மீதுள்ள யாதேனும் ஒரு புள்ளியை 
எனக் குறிப்பிடின் , அப்புள்ளியின் ஆயத்தொலைகள் ( at , 2at) 
எனப் பொருள் . 


Qty ) புள்ளிகளைச் 


8.16 , y = 4ax பரவளை வின்மீது P( 11 ) , 
சேர்க்கும் கோடு 

பரவளைவு y" = 4ax . 


P, Q புள்ளிகளின் ஆயத்தொலை கள் முறையே 

(at17 , 2aty ) , (at , 2 , 2ats ) . 


. 


PQ கோட்டின் சமன்பாடு , 


at ) 

2-- at , 


y - 2at ) 

x - ali 
2at1-2al , 
(அ - து ) 

x - at - 

11 +19 
y[ t ] + ta ) = 2x- 2at12 + 2at1 ( t ] + t2 ) 
( அ - து ) y ( t1 + 13 ) = 2x + 2aty !, 


நாண் PQ-வின் சமன்பாடு , 
y ( ti + ty ) = 2x + 2at 1 ) . 
புள்ளியிடத்துத் தொடுகோட்டின் சமன்பாடு , 
y { ty + t ) = 2x + 2at , 


கிளை : 


x | 
( அ - து ) y = 

11 


+ all 
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6.17 . தொடுகோடுகள் வெட்டும் புள்ளி 

y2 = 4ax பரவளைவிற்கு 11. 12 புள்ளிகளிடத்துத் தொடு 
கோடுகள் , 

yt1 = x + all 
yts = x + at , 


-- 


( 1 )-இலிருந்து ( 2)-ஐக் கழிப்பின் , 

y( ti - 1 , ) = a(112 -- ts ) 


y = a[ t ] + 12 ) . 


இம் மதிப்பை ( 1 ) -இல் பிரதியிடின் , 

a [ t ] + 1g ] t . = x + at - 





X = at11 


எனவே , y = 4ax பரவளைவிற்கு 11 , t , புள்ளிகளிடத்துத் 
தொடுகோடுகள் வெட்டும் புள்ளி, 

at 19 , a( t1 + t , ) } . 


மாதிரி 6 : y = 4ax பரவளைவினுள் வரையப்படும் சமபக்க 
முக்கோணத்தின் உச்சிகளில் ஒன்று பரவளை வின் முனையெனில் , 
அம்முக்கோணத்தின் பக்கத்தின் நீளம் காண்க . 


30° 


D 


படம் 47 


y = 4ax பர வளைவின் முனை A ( 0 , 0 ) . ABC என்பது 
பரவளை வின் உள் வரையப்பட்டுள்ள முக்கோணம் ( inscribed 
triangle ) . 
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ஆதிவழிச் செல்லும் AB கோட்டின் சமன்பாடு , 
x - 01 

y - 0 
cos 30 ) Sin 30 


ஆயத் 


எனவே , AB கோட்டின் மீதுள்ள B புள்ளியின் 
தொலைகள் ( r cos 30 , r sia 30 ) . 


இப்புள்ளி பரவளைவின் மீதமைந்துள்ள தாதலின் , 

( r sin 80 ) = 4a { r cos 30 ) 
* sine 30 = 4ar cos 30 


( 2 ) - 4:( 

( 2 ) 


Vy 


: / = 4a 


( அ - து ) / = Eav 3 . 


எனவே , AB பக்கத்தின் நீளம் 8a v3 . 


மாதிரி 7 : ஒரு பரவளைவின் 

மூன்று தொடுகோடுகளால் 
அமையும் முக்கோணத்தின் குத்துக்கோட்டுச் சந்தி ( orthocentre ) 
இயக்கு வரையின் மீதமையும் என நிறுவுக , 

பரவளைவு y= 4ax எனவும் , அதன்மீது அமைந்துள்ள 
யாதேனும் மூன்று புள்ளிகளின் ஆயத்தொலைகள் , 

P { at 12 , 2afi ) , Q (at ) , 2ate ) , R {atg , 2ats ) ) எனவும் 
கொள்வோம் . 


P ( ti ) 


Q ( t ) 


ML 


R ( tz ) 


படம் 48 
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P , Q, R புள்ளிகளிடத்து வரையும் தொடுகோடுகள் முறையே 
ML , LN , NM எனக் கொள்வோம் . 


அவைகளின் சமன்பாடுகள் முறையே 

pti = x + at , 
y !, = x + at , 
yts = x + als 


( 2 ) 
( 3 ) 





L- லின் ஆயத்தொலைகள் [ atite , a (ti + t ) ] 
N- னின் ஆயத்தொலைகள் ( atz! y, a ( t -tg ) ) 
M-மின் ஆயத்தொலைகள் (alg ! 1 , a (13 + 11 ) ] 

MN- க்குச் செங்குத்தாக 1 வழிச் செல்லும் LA கோட்டின் 
சமன்பாடு , 
y - ulfi + t , ) = -f9 [ x - lt, } 

( 4 ) 


1 .. 


LM- க்குச் செங்குத்தாக N வழிச் செல்லும் NB கோட்டின் 
சமன்பாடு , 
y - a ( 2 + 1s ) == -11 (x - atstg ] 

( 5 ) 


இவ்விரண்டு செங்குத்துக் கோடுகள் வெட்டும் புள்ளி குத்துக் 
கோட்டுச் சந்தியாகும் . 


( 5 ) -இலிருந்து ( 4 )-ஐக் கழிப்பின் , 

a {t1 + 19 ) -- a ( t ? + tg ) = tg ( x - attaj - t1 { x - alitg ] 


( அ - து ) a { t1 - tg ) = x { 13-1 ) 


. 


X = -a.. 


எனவே , குத்துக் கோட்டுச் சந்தி x + a = 0 என்ற இயக்கு 
வரையின் மீதமையும் . 


சமன்பாடு ( 4 )-இல் x = - 3 எனப் பிரதியிடின் , 

y = a [ t ] + 1 , + ty + t11913 ) . 


எனவே . குத்துக் கோட்டுச் சந்தியின் ஆயத் தொலைகள் , 

[ -d , a( t ] +1 , + ts + 11 /21g )] . 
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மாதிரி 8 : y = 4ax பரவளைவின் 

முனையில் 
கோணத்தை ஏற்கும் அதன் நாண்களின் நடுப் புள்ளிகளின் 
இயங்கு வழிக் காண்க . 


= 4ax பரவளைவின் முனை A- யில் நேர்க் கோணத்தை 
ஏற்கும் நாண்களில் ஒன்று BC எனக் கொள்வோம் . 


6 . 


90 


A 


| P ( X >> 31 ) 


படம் 49 . 


BC- இன் நடுப் புள்ளி P( x ) , 11 ) எனவும் , B , C புள்ளிகளின் 
ஆயத் தொலைகள் (ati , 2ati ) , ( at , 2 , 2ate ) எனவும் கொள் 
வோம் . 


at ) 2 + at , 


( 1 ) 


2at1 + 2at 

2 


--- 





(2) 


2ati | 


2 


AB கோட்டின் சரிவு = 


ty 


2ut 


AC கோட்டின் சரிவு = 


2 
1 ? 


ats 


AB , AC கோடுகள் தம்முன் செங்குததாதலின் , 


2 


- 


--1 


( அ - து ) 11tz 


( 3 ) 


சமன்பாடுகள் ( 1 ) , ( 2 ) , ( 3 )-இலிருந்து 11 , 12 - ஐ நீக்கினால் 
P- யின் இயங்கு வழி கிடைக்கப் பெறும் , 
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2x1 
L 


( 1 )-இலிருந்து 


f1 


- + 1 , 


2 


( 2 ) -இலிருந்து 


2y1 ) 
a 


2 ( 1 + t ) . 


{ ! 1 +1,) 


1,2 + 1,2 


- 2/12 


2 


2 : 1 


8 


: 


( 2 ) 


( : tt, = -4 ) 


( அ - து ) y12 = ( 2x -8a ) a 


எனவே , P ( x1 , y )-இன் இயங்கு வழி , 

y = 2a ( x - 4a ) . 


6.18 . ye = 4ax பரவளை விற்கு , புள்ளியிடத்துச் செங்கோட்டின் 

சமன்பாடு 
ye = 4ax பரவளைவிற்கு 11 புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு , 


1 


= 


to ali 


11 


1 


தொடுகோட்டின் சரிவு 


= 


[ ; mum , = -1 ] . 


. செங்கோட்டின் சரிவு = – f1 
t , புள்ளியிடத்துச் செங்கோடு 

y - 2a , = -t ( x - aty " ) 


( அ - து ) xt1 - |- y = 2al val . 


| narmal ) 


எனவே , 11 புள்ளியிடத்துச் செங்கோட்டின் 
சமன்பாடு , 

y + xt1 = 2at ] + atle , 


6.19 . செங்கோடுகள் வெட்டும் புள்ளி 

y2 = 4ax பரவளைவிற்கு 


ti , t , புள்ளிகளிடத்துச் செங்கோடுகள் , 

} + xt ] = 2ati + at , 3 


y + xf2 = 2012 + at , * 


( 2 ) 


பரவளைவு 


1871 


( 1 ) -இலிருந்து ( 2 ) -ஐக் கழிப்பின் , 

x { t1-12 ) = 2a { ty - f ) + a (t13-1 , ) 
( அ - து ) x ( t1-19 ) = 2a (t1-1 ,) + a{f1-12)(1 +1 |t, + t , ) 

x= 2a + a(!1 2 +1 } { 2 + 3 ) [ 11-1 , + 0 ] 


X- இன் மதிப்பை ( 1 ) -இல் பிரதியிடின் 

y + [ 2a + a [t ] + ft2 + 122) ][ 1 


2at : + at . 


y = - a (tit , + 1 , tn 

= -- at 11 :{t ] + ty) . 
எனவே , t1 , 12 புள்ளிகளிடத்துச் செங்கோடுகள் வெட்டும் புள்ளி 
[ 24 + a [k1 * +tty + t23).- at112 {t1 + 19) ] . 
6.20 குறித்த புள்ளி வழி 

ஒரு பரவளைவுக்கு மூன்று , 
செங்கோடுகள் வரையக்கூடும் 


Y 


Q 


X 


o ( k , B ) 


R 
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குறித்த புள்ளி 0 {d , B ) எனவும் , இப்புள்ளி வழிச்செல்லும் 
செங்கோட்டின் அடிப்புள்ளி 1 எனவும் கொள்வோம் 


பரவளைவுக்கு 1 புள்ளியிடத்துச் செங்கோடு , 

+ xt = 2at + ai3 


( 4 ) 


இது 0 ( c , B ) வழிச் செல்வதால் , 

B + dt = 2at + at . 
(அ - து) at + ( 2a - d ) t - B = 0 


( 2 ) 
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இது -யில் முப்படிச் சமன்பாடாதலின் , 1 - க்கு மூன்று 
மதிப்புக்கள் உண்டு . அவை ஒவ்வொன்றிற்கும் ( d , B ) வழிச் 
செல்லும் ஒரு செங்கோடு உண்டு . எனவே , குறித்த புள்ளி வழி 
மூன்று செங்கோடுகள் பரவளைவிற்கு வரையக்கூடும் . இவை 
மூன்றும் மெய்யானவைகளாகவோ , ஒன்று மெய்யானதாகவும் 
மற்ற இரண்டும் கற்பனையானவையாகவுமோ இருக்கும் . 


( 3 ) 


மேலும் ( 2 )-இன் மூலங்கள் 11 , ! . , 1) எனில் , 
1 +1 + is = 0 

25 - d 
ty !9 + 1gly + ! = 


( 4 ) 


B 
talsts = 


(5) 


6-21 . பரவளை வின் பண்புகள் ( Properties ) 

1. y = 4ax பரவளைவில் P புள்ளியிடத்து வரையப்படும் 
தொடுகோடும் செங்கோடும் பரவளைவின் அச்சை முறையே T. N 
புள்ளிகளில் வெட்டுகின்றன . A பரவளைவின் முனை , x ஆயத் 
திற்கு PM செங்குத்துக்கோடெனில் , 

( i ) ST = SN = SP 
( ii ) AM = AT . 
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- 


5 . 


N 


படம் 51 


P புள்ளியின் ஆயத்தொலைகள் ( at , 2a ! ) எனக்கொள்க . 
P யிடத்துத் தொடுகோடு yt = x + at2 , 
T புள்ளியின் y ஆயத்தொலை பூச்சியமாதலின் , x = -at . 


பரவளைவு 
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T- யின் ஆயத்தொலைகள் ( -at ?, 0 ) . 
P- யிடத்துச் செங்கோடு , y + xt = 2at + at " . 
N- புள்ளியின் ) ஆயத்தொலை பூச்சியம் . . x = 2a -- at . 
எனவே , N- னின் ஆயத்தொலைகள் [ 2a + at , 0 ] . 


S புள்ளியின் (குவியம்) ஆயத் தொலைகள் ( a , 0 ) . 


(i ) TS = TA - |- AS = at + a . 

SN = AN – AS = { 2a + at ) - a = at + a . 
SP = 

V( ate -- a ) - (2at ) 
V {at + + a ? -- 243t2 + 4a 1 } 
V ra : * + 2a t2 -- a } 
a t * + 212 + 1 ) 
Va?(t2 + 1 ) = ( 1 * + 1 ) = art2 + a . 


= 


SIT = SN = SP . 


( ii) AM = P-இன் x ஆயத் தொலை -- ata , 
AT = T- இன் X ஆயத் தொலை 

= at ( எண்ணளவு ) , 


AM = AT. 


2. P புள்ளியிடத்து வரையும் தொடுகோடு பரவளை வின் 

முனை A- இடத்து வரையும் தொடு கோட்டை Y- இல் 
சந்திப்பின் , SY கோடு PT கோட்டிற்குச் செங்குத்தா. 
யிருக்கும் . 


மேலும் SY2 = AS.SP. ( படம் 51 ) . 


P( at2 , 2at ) புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு , 


y = x + at2 . 


Y புள்ளியின் x ; ஆயத் தொலை பூச்சியம் 


Y- இன் ஆயத் தொலைகள் ( 0 , at ) 
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at - 0 


SY கோட்டின் சரிவு 


0 


1 


771 , == PT- இன் சரிவு 


) 


= -1 


SY கோடு PT- க்குச் செங்குத்தாகும் . 


மேலும் , SY2 = ( a - 0 ) + { 0 - at) 

= a + a 2 
AS = 5- இன் : ஆயத்தொலை 
SP = a - a : 

( பத்தி 6.21 , பண்பு 1 ] 


AS.SP = a . ( a + at ) : = d + a 2. 


எனவே , SY2 = AS.SP. 


* 3 . P புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு இயக்கு வரையை K புள்ளி 

யில் சந்திப்பின் , 


KSP = 90 , 


[படம் 51 ] 


P புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு yt = x + at . 


இயக்குவரை x = - a . 


K புள்ளியின் ஆயத் தொலைகள் , 

at2 
- 4, 

1 


S-இன் ஆயத் தொலைகள் (a , 0 ) 
P- யின் ஆயத் தொலைகள் ( at , 2at) 


ml = KS கோட்டின் சரிவு 


at 2 --- 


0 


- 


a -- 
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m , = SP கோட்டின் சரிவு , 


21 


0-2at ) 
d -- at 


17?] !71 , = 


( - ) ( - ) -- 


எனவே , 


K SP = 90 ° 


பரவளைவுதன் வரை செங்கோட்டடி ( subnormal ) நீளம் ஒரு 
மாறிலி . 


படம் 51 -இல் MN வரை செங்கோட்ட டியாகும் . 


MN = AN - AM = ( 2a + at ) - at ? = 2a 
எனவே , வரை செங்கோட்டடி ஒரு மாறிலியாகும் . 


tt.22 . 


ஒரு வட்டம் y = 4ax பரவளை வை நான்கு புள்ளிகளில் 
வெட்டும் . அப் புள்ளிகளின் y ஆயத் தொலைகளின் 
( குத்தாயங்கள்- Ordinates) கூட்டுத் தொகை பூச்சியமாகும் . 


( 1 ) 


= 


பர வளைவு ya 4ax 
வட்டம் x + y + 2gx + 2fy + c = 0 


( 2 ) 


வட்டம் பரவளைவை • t புள்ளியில் வெட்டினால் , அப் புள்ளி 
at , 2at ) வட்டத்தின் மேலமையும் . 


ஃ ( ate ) 2 + ( 2at} + 2g( at ) + 2f ( 2at ) + c = 0 
(அ - து ) art+ + 2a{ 2a + g]t + 4aft + c = 0 

( 3 ) 
இது 1 - இல் நாற்படிச் சமன்பாடாதலின் 1 - க்கு நான்கு 
மதிப்புக்கள் உண்டு . 


எனவே , வட்டம் பரவளைவை நான்கு புள்ளிகளில் வெட்டும் . 


சமன்பாடு ( 3 )-இன் தீர்வுகள் 11 , 19 , 13 , 14 எனில் , 
t1 +1 , + ts + 1 = 0 


-I . 


. 


( 4 ) 


2 (2a + g) ...( 5 ) 


< tite + tits + tat1 + 12ts + tst4 + tgt4 = 


. 
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--- 


( 6 ) 


( 7 ) 


a2 | 


சமன்பாடு ( 4 )-இலிருந்து , 11 +1 , + ts |- 14 

= 0 


( அ - து ) 2at + 2at , + 2ats - 2at4 = 0 . 


எனவே , வெட்டும் புள்ளிகளின் குத்தாயங்களின் 

கூட்டுத் 
தொகை பூச்சியமாகும் . 


மாதிரி 9 ; y = 4ax பரவளை வுக்கு யாதேனும் இரு புள்ளி 
களிடத்துச் செங்கோடுகள் P புள்ளியில் செங்கோணத்தில் தம்முள் 
வெட்டினால் , P- யின் இயங்கு வழிக் காண்க . 


y = 4ax பரவளைவிற்கு A , B புள்ளிகளிடத்துச் செங்கோடுகள் 
P- யில் வெட்டட்டும் . A , B , P புள்ளிகளின் ஆயத் தொலைகள் 
முறையே (at1 * , 2aty ) , (at , 2 , 2ati ) , ( x1 , y1 ) எனக் 
கொள்வோம் . 


. 


A , B புள்ளிகளிடத்துச் செங்கோடுகள் 


y + xt1 = 2at 1 + a! * , சரிவு = - t1 


y + xte = 2ats + at2 * , சரிவு = - ty . 


இச்செங்கோடுகள் வெட்டும் புள்ளியின் 


ஆயத்தொலைகள் [ 2a + alt1 * + til2 + 122 ) , - attp(11 + 12)] 


x1 = 2a -- a [t13 + lit ? +1,2 ) 


( 1 ) 


y1 = -at it (t1 + 19 ) 


( 2 ) . 


செங்கோடுகள் தம்முள் செங்குத்தாதலின் , 

{ -f ) ( - 1 ) = - 1 


(அ - து ) titz = - 1 


( 3 ) 


சமன்பாடுகள் 

( 1 ) , ( 2 ) , ( 3 )-இலிருந்து 11 , 12 - ஐ நீக்கின் 
P ( x1 , y1 ) - இன் இயங்கு வழி கிடைக்கப்பெறும் . 
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( 1 )-இலிருந்து 


= 1,2 + 1,2-1 


11 ! , = - 1 ] 


( 2 )-இலிருந்து 

1 


{ 11 + 19) 


( t + tq) 


= t , * + t , " + 21412 = 11 * + 1,2-2 


-X1-24 


( அ - து ) 


1 


42 | 


( 


Ba 


1 
- 


எனவே , Frx , y , ) -இன் இயங்கு வழி 

x - 3d 


42 


( அ - து ) 


y * = a ( x - Sa ) . 


மாதிரி 10 : A ( ! ) புள்ளியிடத்துப் பரவளைவுக்கு வரையும் 
செங்கோடு பரவளைவை மறுபடியும் B ( ty ) புள்ளியில் வெட்டினால் , 


2 


என நிறுவுக , 


11 


AB நாணின் சமன்பாடு , 

y ( --tg ) = 2x + 2att, 


- 


A { 11 ) புள்ளியிடத்துச் செங்கோடு , 

y + x ] = 2at 1 + at13 


( 2 ) 


( 1 ) , ( 2 ) சமன்பாடுகள் ஒரே நேர்க்கோட்டைக் குறிக்கும் 
ஆதலின் , 
11 + 2 

2 
1 

ti 2ati + at3 
முதலிரு விகிதங்களிலிருந்து , 


2at 12 


11 + t ? = - 


11 


ப.வ.- 13 
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மாதிரி 11 : P புள்ளியிலிருந்து y = 4ax பரவளைவுக்கு வரை 
யும் மூன்று செங்கோடுகள் பரவளைவின் அச்சை வெட்டும் புள்ளிகள் 
தம் x ஆயத்தொலைகள் கூட்டுத் தொடரில் ( arithmetic progression) 
இருப்பின் , P- யின் இயங்கு வழிக் காண்க . இப்புள்ளிகளால் 
அமையும் முக்கோணத்தின் மையக் கோட்டுச் சந்தி பரவளைவின் 
அச்சின் மீதமையும் என நிறுவுக . 


P ( x1 , y1 ) புள்ளியிலிருந்து y = 4ax பரவளைவுக்கும் வரை 
யும் செங்கோடுகள் தம் அடிப்புள்ளிகளை , 

al * -+ ( 24 - x ] ) ! - y1 = 0 ( பத்தி 6 20 -சமன்பாடு ( 2)] 
என்ற சமன்பாட்டிலிருந்து அறியலாம் . 


அடிப் புள்ளிகள் 1 , g , y எனில் , 

fift + 3 = 0 


( 1 ) 


24-31 


tyl , + 119 +913 


( 2) 


Y ) 


( 3 ) 


11, 12 , 13 புள்ளிகளிடத்துச் செங்கோடுகள் , 

y + xt 1 = 2auty at 1 * 


y + xt ; = 2ale + at , * 
y + xty = 2ats + ats . 


இவைகள் பரவளைவின் அச்சை முறையே L , M, N புள்ளி 
களில் வெட்டுவதாகக் கொள்வோம் . 


பரவளைவின் அச்சு x ஆயமாதலின் I , M , N புள்ளிகளின் 
y ஆயத்தொலைகள் பூச்சியம் . எனவே , L , M , N புள்ளிகளின் 
ஆயத்தொலைகள் முறையே ( 2a + at : 2 , 0 ] , [ 2a + ate " , 0 ) , 
( 2a + cts * , 0 ] . 


இவைகள் கூட்டுவிருத்தியிலிருப்பின் , 

( 2a + at , 2 ) + ( 2a + at :-) 
2a + at , 

2 


- 
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( அ - து ) 4 + 2a , 2 = 4a + at 2 + atg 


( 4 ) 


( அ-து ) 21 , = t + 192 


31. * = 11 +1 + 18 " 

== { { 1 +1 , + ts)2 - 2 ( tyt : + titg + ty ! 3 ) 


2 ( 2a - x1 ) 


( 5 ) 


மேலும் , t = - ( 1 --13 ) 


சமன்பாடு ( 1 )] 


t * = ( 1 + t ) * 


= t * + 182 + 2titz 


21 , + 21113 


சமன்பாடு ( 4 )] 


( 6 ) 


ஃ -1 , = 21113 


சமன்பாடு ( 3 )-இலிருந்து tits = 


( 1 ) 


11 
4l2 


ஆனால் சமன்பாடு ( 6 )-இலிருந்து 11 ! 3 = 


2y 


... 


6 


( 5 ) - இலிருந்து 271 , * 


-8( 28 - x ) " 


A 


4y 


( 7 )-இலிருந்து 


a2 


4y 
( 2 


-8( 2a - x ) 

27a 


(அ - து) 


27ay 


2 ( x1- 2a ) . 


எனவே , P (x1 < y 1 )-இன் இயங்கு வழி , 

27ay : = 2 (x- 2a) . 
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முக்கோணத்தின் 


மீண்டும் , t1 , 13 , 13 புள்ளிகளாலமையும் 
மையக் கோட்டுச் சந்தி (xy , yo } எனில் , 


at ) 

2 


( 


+ ut , 2 + als 

8 


( f ) 2 + 1 , * --- 132 ) 


2a 


2011 + - 2ut , + 2afy 


3 


= 0. [ :: t1 + 12--1g == 0 ] . 


எனவே , மையக் கோட்டுச் சந்தியின் ஆயத் தொலைகள் , 


[ * + 1 , + s ) 0) 


( அ - து ) மையக் கோட்டுச் சந்தியின் ) ஆயத் தொலை 
பூச்சியம் . எனவே , மையக் கோட்டுச் சந்தி அச்சின் ( 1 ஆயம் ) 
மீதமையும். 


என 


மாதிரி 12 : பரவளைவுக்கு ஒரு புள்ளியிலிருந்து வரையப்படும் 
மூன்று செங்கோடுகளின் அடிப்புள்ளிகளின் y ஆயத்தொலைகளின் 
கூட்டுத் தொகை பூச்சியம் 

நிறுவுக . 

அடிப்புள்ளிகள் 
இரண்டிலிருந்து பரவளைவுக்கு வரையும் செங்கோடுகள் பரவளை 
வின்மீது தம்முள் வெட்டுவதற்குத் தேவையான கட்டுப்பாடு 
காண்க . 


பரையு 


படும் செங் 


( c , B ) புள்ளியிலிருந்து பரவளைவுக்கு 
கோடுகளின் அடிப்புள்ளிகள் 


(1) 


ale + ( 2a - o ) -- 

B = 0 
என்ற சமன் பாட்டிலிருந்து கிடைக்கப்பெறும் . 


| 1 + 12 + ts = 0 


611 


(2) 


... 


. 


2a - d 


11t2 + t : 13 + tg1 ] = 


--- 


( 3 ) 


3 


... 


( 2 )-இலிருந்து 11 + 1 , +1 = 0 

2at ) --- 2at, + 2ats = 0 
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எனவே , அடிப்புள்ளிகள் தம் y ஆயத்தொலைகளின் கூட்டுத் 
தொகை பூச்சியமாகும் . 


மேலும் ty ; 12 என்ற அடிப்புள்ளிகளிடத்துச் செங்கோடுகள் 
1 புள்ளியில் 

பரவளைவின்மீது தம்முள் வெட்டும் எனக் 
கொள்வோம் . 


செங்கோடுகள் 


எனவே , 

புள்ளிகளிடத்துச் 
{ ats2 , 2ats ) புள்ளியில் வெட்டுகின்றன . 


2ats 


சமன்பாடு ( 4 )-இலிருந்து 119ts = 


( அ - து ) tl = 2 . 


எனவே , தேவையான கட்டுப்பாடு ! | t2 = 2 . 


மாதிரி 13 : y2 = 4ax பரவளைவுக்குப் புறத்தேயுள்ள ஒரு 
புள்ளியிலிருந்து அவ்வளைவுக்கு வரையப்படும் செங்கோடுகளின் 
அடிப் புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் ஒரு வட்டம் , பரவளைவின் முனை 
வழிச் செல்லும் என நிறுவுக , 


செங்கோடுகளிளின் அடிப்புள்ளிகள் t1,13,1s எனக்கொள்வோ 
மெனில் , 
பத்தி 6.20 - சமன்பாடு ( 3 ) -இன் படி , 
t1 +1 , + ts = 0 

( 1 ) 


- 


1 ] > te , tg புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் வட்டம் பரவளைவை 14 புள்ளி 
யில் வெட்டுகிறது எனின் , 
பத்தி 8 • 22 - சமன்பாடு ( 4 ) -இன் படி , 
( 1 + 1 , + 13 + t = ( ... 

( 2 ) 


( அ- து ) 14 புள்ளியின் ஆயத்தொலைகள் ( 0 , 0 ) . 


எனவே , வட்டம் பரவளை வின் முனை (0 , 0 ) வழிச் செல்லும் . 


மாதிரி 14 : P புள்ளியிடத்துத் தொடுகோட்டடி ( subtangent ) 
நீளம் P புள்ளியின் X ஆயத்தொலையின் இரு மடங்கு என நிறுவுக . 
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P { at , 2at ) 


படம் 51 -இல் TM தொடுகோட்டடியாகும் . 
புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு , 


pr = x + at ? 


T புள்ளியின் y ஆயத்தொலை பூச்சியமாதலின் 
T-யின் ஆயத்தொலைகள் ( -at " , 0 ) . 


TN =TA -- AN = ar2 + al2 = 2ate 


எனவே , தொடுகோட்ட டி P புள்ளியின் 7 ஆயத் தொலையின் 
இரு மடங்காகும் . மேலும் முனை யிடத்து இத்தொடுகோட்டடி 
TN இரு சமமாகப் பிரிக்கப்படுகிறது . 


மாதிரி 15 : Y " = 4ax 

பரவளைவுக்கு P புள்ளியிலிருந்து 
வரையும் செங்கோடுகளில் இரண்டு x ஆயத்துடன் நிரப்புக் 
கோணங்கள் ( complementary angles ) பிறப்பிக்குமெனின் , P- யின் 
இயங்கு வழிக் காண்க , 


P புள்ளியிலிருந்து " = 4ax பரவளைவுக்கு வரையும் செங் 
கோடுகள் , 

} + xt1 2at + at 


( 2 ) 


1 + xt 242 + at , 
எனக் கொள்வோம் . 


இவைகளிரண்டும் வெட்டும் புள்ளி P( ay , y1 ) எனின் , 

x1 = 2a + at + titz -- ts " ) 


( 3 ) 


catitz {t1 + t , ) 


இச் செங்கோடுகளில் ஒன்று x ஆயத்துடன் ஏற்படுத்தும் 
கோணம் ) எனின் , மற்றது ( 90-6) கோணத்தைப் பிறப்பிக்கும் . 
எனவே , அவைகளின் சரிவு முறையே tana , tan ( 90-9 ) ஆகும் . 
சரிவுகளின் பெருக்குத்தொகை tan G. tan ( 90-9 ) = 1 . சமன் 
பாடுகள் ( 1 ) , ( 2 )-இலிருந்து செங்கோடுகளின் சரிவுகள் --- , -1 , 
ஆதலின் , சரிவுகளின் பெருக்குத் தொகை (11 , ஆகும் . 


எனவே , tt , = 


1 , 


சமன் பாடு ( 3 ) - இலிருந்து , 


* 1-2a 


. 


2 


+ tit : 


4 
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சமன்பாடு ( 4 ) -இலிருந்து , 


- 1 


= 11 ,{ t ] +1 , ) . 


4 


X ] - 2 


( அ - து ) 


= 


112 + 122 -- 1. ( it , = 1 ) . 


GI 


. 


[ t ] + ty ) 2 = 13 + 12 + 2 ! 11 , 

= ty * + t22 - 2 





( 2 ) 


- 1 


24 + d 


( அ - து ) 


a2 


( 


எனவே , P( x1 , } 1 )-இன் இயங்கு வழி , 


12 


( அ - து ) " 


- 


மரதிரி 16 : y = 4ax , x 4by பரவளைவுகளின் பொதுத் 
தொடு கோட்டின் சமன்பாடு காண்க 


பொதுத் தொடுகோடு y = max + c எனக் கொள்வோம் . 


} = mix + c 


கோடு 


y2 -- 4ax 


பரவளைவுக்குத் 


தொடு 


கோடெனில் , ( = 


IP 


இக் கோடு x 4by பர வளைவுக்கும் தொடு கோடெனில் , 
கோடும் . இப் பர வளைவும் வெட்டும் புள்ளிகள் பொருந்தும் புள்ளி 
களாகும் . 


( அ - து ) x2 = 4ly 


- 


4b [ 1tx + c ) 


= 4b | mix + 


172 


( அ - து ) mx -4bmx - 4ab = 0 
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சமன்பாட்டில் X- இன் இரு மதிப்புக்களும் சமம் , 





16bm + 16abr2 = 0 


(அ - து ) ben * = - ay . 


F7, = 


f 


5 


Th = 


எனப் பிரதியிடின் 


PP 


y = x + ( சமன்பாடு , 


--( F ) - ( 2 ) 
பொதுத் தொடு கோடு ax + z }, - 3 * = 0 . 


பயிற்சி 6.1 . 


1. கீழ்க்காணும் பரவளைவுகளின் சமன் பாடுகளைக் காண்க . 


( i ) குவியம் ( 3 , 4 ) . இயக்குவரை 2x -- 3y -- 5 = 0 . 
( ii ) குவியம் ( - 1.- 1 ) , இயக்குவரை 2x - 3y + 6 = 0 . 


X 
( iii ) குவியம் ( a , b) , இயக்குவரை 


] 
+ 

b 


= 1 . 


2. கீழ்க்காணும் பரவளைவுகளின் முனை . குவியம் , இயக்கு 

வரை , அச்சு முதலியவைகளைக் காண்க . 


( i ) x * -- 4x -5-1 = 0 


( ii ) x2 - 2ax -- 2ay = 0 . 


( iii ) ( x - 1 ) + (y - 2 } 


= 


( 


P புள்ளியிலிருந்து ) = 4ax பரவளை வுக்கு 

வரையும் 
தொடுகோடுகளின் இடையேயுள்ள கோணம் மாறிலி 
c எனின் , P- யின் இயங்குவழிக் காண்க . 

d = 90 " 
எனின் , இயங்குவழி என்ன ? 
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4. பரவளைவின் 

இரு தொடுகோடுகள் செவ்வகலத்தின் 
நீட்டலில் வெட்டிக் கொண்டால் , அத்தொடுகோடுகள் 
பரவளைவு அச்சுடன் நிரப்புக் கோணங்கள் பிறப்பிக்கும் . 
என நிறுவுக . 


5. x + y = 2a , y * = Sax பரவளைவுகளின் பொதுத் தொடு 

கோடு y = + ( x + 2a ) என நிறுவுக . 


6. y = 64x பரவளைவு , 4y = 3x – 48 கோட்டில் 

ஏற்கும் நாணின் நீளம் என்ன ? இந்நாண் பர வளைவின் 
முனையிடத்து ஏற்கும் கோணம் யாது ? 


7. P புள்ளியிலிருந்து y= 4ax பரவளைவுக்கு வரையும் 

தொடுகோடுகள் இயக்குவரையில் ஏற்படுத்தும் வெட்டுத் 
துண்டின் நீளம் d ( ஒரு மாறிலி ) எனின் , P- யின் இயங்கு 
வழிக் காண்க . 


8. y = 4ax பரவளைவின் குவிய நாண்களில் ஒன்றின் 

ஆயத்தொலைகள் ( x ] , y ! ) , (x ,, y2 ) எனின் x xy = a , 
yy2 = -4a என நிறுவுக 


9. ஒரு 

பரவளைவின் உள் வரையப்பட்ட நாற்கரத்தின் 
( inscribed quadrilateral) மூன்று பக்கங்கள் பரவளைவு 
அச்சின் மீதுள்ள நிலைத்த புள்ளிகள் வழிச் செல்லின் , 
நான்காவது பக்கமும் அச்சின் மீதுள்ள ஒரு நிலைத்த 
புள்ளிவழிச் செல்லும் என நிறுவுக . 


10 . 


P புள்ளியிலிருந்து y= 4ax பரவளைவுக்கு வரையும் தொடு 
கோடுகள் y ஆயத்துடன் ஏற்படுத்தும் முக்கோணத்தின் 
பரப்பு c * ( மாறிலி ) எனின் , P- யின் இயங்கு வழிக் காண்க . 


11. ye = 4ax | பரவளைவின் முனையிடத்து 45° கோணம் 

ஏற்கும் நாண்களுக்கு ஆதியிலிருந்து வரையும் செங் 
குத்துக் கோடுகள் தம் அடிப்புள்ளிகளின் இயங்கு வழிக் 
காண்க . 


12. y * = 4ax பரவளை விற்கு P, Q புள்ளிகளிடத்துச் செங் 

கோடுகள் , R ( t ) புள்ளியில் சந்திக்குமெனின் , PQ 
நாணின் சமன்பாடு yt + 2 ( x + 2a ) = 0 என நிறுவுக . 


13. y= 4ax பரவளைவுக்கு P புள்ளியிடத்துச் செங்கோடு , 

பரவளைவு அச்சுடன் & கோனம் பிறப்பிக்கிறது . 
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கோடு பர வளை வை மீண்டும் 3 கோணத்தில் சந்திப்பின் , 
tan d = 2 tan B என நிறுவுக . 


14. P ) என்பது y = 4ax பரவளை வின் குவிய நாண் . P , Q 

புள்ளிகளிடத்துச் செங்கோடுகள் பரவளைவை மீண்டும் 
P , புள்ளிகளில் வெட்டினால் , P Q என்ற நாண் 
PQ நாணிற்கு இணை என நிறுவுக . 


15 , y = 41 : பர வளைவுக்கு 1 , 12 , 13 புள்ளிகளிடத்துச் 
செங்கோடுகளால் அமையும் முக்கோணத்தின் 

பரப்பு 
1 


(11-12)(13-1s)(!,-t}}{1}+t;+ s)* என நிறுவுக. 


16 . 


y = 4ax பரவளைவுக்கு P புள்ளியிடத்துச் செங்கோடு 
பரவளைவை மீண்டும் ( -வில் வெட்டும் . 

பரவாவின் 
குவியம் S எனின் , PSQ முக்கோணத்தின் மையக் 
கோட்டுச் சந்தியின் இயங்கு வழிக் காண்க . 


17. Ix +-my = 1 கோடு , y = 4ax பரவளைவை P , Q புள்ளிகளில் 
வெட்டுகிறது . பர வளைவின் 

மீதுள்ள 

R புள்ளியின் 
4a2 

4am 
ஆயத்தொலைகள் 

எனின் , 

இம் 

1 
மூன்று புள்ளிகளிடத்துச் செங்கோடுகள் ஒரு புள்ளி வழிச் 
செல்லும் என நிறுவுக . 


18. 


பரவளைவின் குவிய நாணின் நுனிகளிடத்து வரையும் 
தொடுகோடுகளின் வெட்டும் புள்ளியின் இயங்கு வழிக் 
காண்க . 


செங் 


19 , y = 4ax பரவளைவுக்கு P { t ) புள்ளியிடத்துச் 

கோட்டில் , குவியம் S, P புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் 
கோட்டை விட்டமாகக் கொண்ட வட்டம் ஏற்கும் 
நாணின் நீளம் யாது ? 


20. P ( 2 , 4 ) புள்ளியிடத்து = 8x பரவளைவுக்கு வரையும் 

செங்கோடு பரவளைவை மீண்டும் . ( 18 , -12 ) புள்ளி 
யில் சந்திக்கும் என நிறுவுக . PQ கோட்டின் நீளம் 
காண்க . 


21 . 


PQ என்ற ஒரு செங்கோட்டு நாண் பரவளைவின் முனையி 
டத்து ஏற்கும் கோணம் 90° எனின் . இந்நாண் பரவளை 
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tan - ( 12 ) 


வின் அச்சுடன் பிறப்பிக்கும் கோணம் 
என நிறுவுக . 


பரவளைவு y* = 4ax-இன் இரு செங்கோடுகள் தம்முள் 
P புள்ளியில் செங்கோணத்தில் வெட்டுமெனின் , P.யின் 
இயங்கு வழிக் காண்க . 


23. y = 4ax பரவளை வின் தொடுகோட்டிற்கு ஒரு நிலைத்த . 

புள்ளியிலிருந்து வரையும் செங்குத்துக் கோட்டின் 

அடிப்புள்ளியின் இயங்கு வழிக் காண்க . 
24 . 

P புள்ளியிலிருந்து y = 4ax பர வளைவுக்கு வரையும் 
மூன்று செங்கோடுகளில் இரண்டு பொருந்தும் கோடு 
களெனில் , P- யின் இயங்கு வழி 27ay = 4 ( x - 2a ) * 

என நிறுவுக . 
25. பரவளைவின் மீதுள்ள L, M , N புள்ளிகளின் குத்தாயங் 

கள் பெருக்கு விருத்தியிலிருப்பின் , { geometric progres 
sion ) L , N புள்ளிகளிடத்துத் தொடுகோடுகள் M புள்ளி 
யின் குத்தாயக் கோட்டின் ( ordinate ) மீது வெட்டும் 
என நிறுவுக . 


28 . 


P புள்ளியிடத்துச் செங்கோட்டு நாண் பரவளைவின் 
குவியத்தில் ஏற்கும் கோணம் 90 ° எனில் , P புள்ளியின் 
ஆயத்தொலைகள் சமம் என நிறுவுக 


27. y = mx + c எனும் கோடு y = 4a ( x - a ) பரவளைவின் 

a ( 1 + m ) 
தொடுகோடெனில் c = 

என நிறுவுக . 


12 ) 


விடைகள் 


1. ( i ) 9x + 12xy + 4y : - 98x - 74y + 300 = 0 ; 
(ii) 9x * + 12xy + 4y2 + 2x -- 82y - 10 = 0 ; ( iii ) (ax - by ) 
--2a * x - 25*y + a* + abe + b* = 0 . ( i ) { 2. - 1 ) , 

( 6 , 0 ) , y = a , 


4 ) , 4y + 9 = 0. x = 2 ; ( i) ( a, , 


1 


X = d ; 


( 1 , 2 ) , (x + y- 1 = 0 ) . 3. y " -4ax 


2 


2 


= ( x + a ) tand; x + u = 0 . 


6 . 


( 85 ° ) ; tan- ( 3 ) 
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7. ( y - 4ax ) ( x + a } = 2x , 10 . x ( y2-4ax) = 4c + . 
11. ( x + y - 4ax ) = 160( x.xy Tays) . 16. y { 81ya 
+ 180a --108ax ) + 1284* = 0 . 18.) y = a(x – 3a ) . 
19. avi + " . 

20. 1642 . 22. y = a ( x - 3a ) . 


6-23 . y = 4ax பரவளைவுக்கு ( x1 , y1 ) புள்ளியிலிருந்து வரை 

யும் தொடுகோடுகளின் தொடுநாண் 


Q ( x2,92 ) 


P ( r ) | 


R 


படம் 52 . 


P ( xy , } ]) புள்ளியிலிருந்து =4 < x பரவளைவுக்கு வரையப் 
படும் தொடுகோடுகளின் தொடு புள்ளிகள் Q (x2 , yz } , R (xy , ys ) 
எனக்கொள்வோம் . 


Q (xx , ye ) புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு , 

yy : = 2a ( x + x ) 


இது P ( x1 , y1 ) வழிச் செல்கிறது . 


yy ? = 2a {x1 + x , ) 


(2) 


R ( xg , } s ) புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு , 

vya = 2a { x + xg ) 


--- 


--- 


( 3 ) 


இது P ( x , y ; ) வழிச் செல்கிறது . 


} ly : + 27(x ] + xs ) 


(5 ) 


} y1 = 2a { x + x ] ) 
என்ற சமன்பாட்டைக் கருதுவோம் . 
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இது குறிக்கும் கோடு ( 2 )-இன் படி Q (x ,, } , ) வழியும் , 
(4 ) -இன் படி R { x3 , ys ) வழியும் செல்லும் . 


எனவே , QR நாணின் சமன்பாடு , 

y = 2a(x + x ) ஆகும் . 


6 • 24 . (x ) , 11 ) புள்ளியின் y = 4ax பாவளைவைச் சார்ந்த இசைக் . 

கோட்டின் சமன்பாடு 


T ( A , ) . 


P ( x , y ) 


R 


படம் 53 . 


P ( x1 ; } 1 ) வழிச் செல்லும் கோடு பரவளைவை Q , R புள்ளிகளில் 
வெட்டுகிறது எனவும் , Q , R நுனிகளிடத்துத் தொடுகோடுகள் 
T ( A , k ) புள்ளியில் வெட்டுகின்றன எனவும் கொள்வோம் . 


T ( h , k) புள்ளியிலிருந்து பர வளைவுக்கு வரையும் தொடுகோடு , 
களின் தொடுநாண் QR ஆதலின் , QR நாணின் சமன்பாடு , 


pk | = 2a( x + h ) 


இது P ( x ] , y1 ) வழிச் செல்கிறதாதலின் , 

} lk = 2a( x + h ) 


( 2 ) 


எனவே , Th , k ) புள்ளியின் இயங்கு வழி , 


( அ - து ) P ( x ] ; y1 ) புள்ளியின் இசைக் கோடு , 

yy1 = 2a{ x + xx ) ஆகும் . 
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கினை : பரவளைவின் குவியத்தின் ( a , 0 ) , y " = 47x பரவனை 
வைச் சார்ந்த இசைக்கோடு , 

}( 0 ) = 2a ( x + a ) 


( அது ) x + u = 0 


எனவே , குவியத்தின் இசைக்கோடு அதன் இயக்குவரை யாகும் . 


4ax பரவளைவைச் 


6.25 , Ix + my -- n = 0 கோட்டின் 1 

சார்ந்த இசைப்பள்ளி காணல் 


Ix + 111 } - Y1 == 0 


என்ற கோட்டின் - = 4ax 


பரவளைவைச் சார்ந்த இசைப்புள்ளி ( xy , j1 ) எனக் கொள்வோம் . 


(x ) - 1 ) புள்ளியின் இசைக்கோடு , 

yy ] = 20(x -- x ) 


( அ - து } y 


2ax - 

21x ) = 0 


( 3 ) 


சமன்பாடுகள் ( 1 ) , ( 3 ) ஒரே நேர்க்கோட்டைக் குறிக்கும் . 


11 ) 


F 


-21 


1 


-2ax1 


2011 


எனவே . 


71 


Ix + my + n = 0-த்தின் y = 4ax பரவளைவைச் 

2 am 
சார்ந்த இசைப்புள்ளி 

1 


6.26 . 


Pxu , 11 ) புள்ளியின் இசைக்கோடு Q ( xx , y , ) புள்ளி 
வழிச் செல்லின் , Q-வின் இசைக்கோடு P வழிச் செல்லும் 


y = 4ax பரவளைவைச் சார்ந்த P(x 1 , y1 ) புள்ளியின் இசைக் 
கோடு , yy1 = 2a ( x + x1 ) 


இது Q ( x , y , ) வழிச் செல்லும் . 





yay1 = 2a ( x , + x ) 


( 2 ) 


--பர வளைவு 
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சமன்பாடு ( 2 ) -இலிருந்து Q ( x ,, ) , ) புள்ளியின் இசைக் கோடு , 

yy ; = 2a{ x + x , ) 


P [ x1 , 1 ) புள்ளி வழிச் செல்கிறது என அறியலாம் . 


P { x } , y ] ) , Q ( x2 , Y2 ) புள்ளிகள் y = 4ax பரவளைவைச் 
சார்ந்த துணையியப் புள்ளிகள் எனப்படும் . 


6 • 27 , 1 , x + mily + n = 0 , lex + 11gy + 79 = 0 கோடுகள் 

துணையியக் கோடுகளாக இருப்பதற்குத் தேவையான 
கட்டுப்பாடு 
y2 = 4ax பரவளைவைச் சார்ந்த 11x + my + ni = 0 கோட்டின் 
இசைப் புள்ளி ( X1 , yi ) எனில் , 


2alin | 


பத்தி 8.26 படி X1 = 


P1 = 


வரையறையின் படி இப் புள்ளி 19x + mgy + ile = 0 கோட்டின் 
மீதமையும் . 

11 

--2amy 
+ mg 
11 

+ ng = 0 . 
1 


( அ - து ) 


nile + lel | 


- 


2amme 


குறிப்பு : யாதேனும் இரு புள்ளிகளில் பரவளைவைச் சார்ந்த 
ஒரு புள்ளியின் இசைக் கோடு மற்றதன் வழிச் செல்லின் அப் 
புள்ளிகள் துணையியப் புள்ளிகள் ( conjugate points ) எனப்படும் . 


யாதேனும் இரு கோடுகளில் பரவளைவைச் சார்ந்த ஒரு 
கோட்டின் இசைப் புள்ளி மற்றதன்மேல் அமையுமெனில் , அவ்விரு 
கோடுகளும் இசைக் கோடுகள் எனப்படும் . 


மாதிரி 17 : y * = 4ax பரவளைவில் 21 நீளமுள்ள நாணின் 
அவ் வளைவைச் 

சார்ந்த 

இசைப் புள்ளியின் இயங்கு வழிக் 
காண்க . 


பரவளைவில் PO நாணின் நீளம் 21 எனக் கொள்வோம் . 
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படம் 54 . 


P ( t ) , Q( ta ) எனில் , 
PO { a! " - al, ) 2 + ( 2at1-2a !, ) : 

a2 ( t -1 , - ) 2 - 4a ( 11-1 , ) 2 


= 


PQ = 21 ஆதலின் , 

* ( 112-1 ) + 4i ( t - 1 ) 
= a ( 1 - t ) [ {1 ] + !, ) 2 + 4 } 


( 1 ) 


PQ நாணின் இசைப்புள்ளி R { x } 1 ) எனக் கொண்டால் , P, Q 
புள்ளிகளிடத்து வரையும் தொடுகோடுகள் வெட்டும் புள்ளி R 
ஆகும் . 
P( ty ) புள்ளிகளிடத்துத் தொடுகோடு , 

M ] = x + at : * 


Q ( t , ) புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு , 


y , = x + at , 2 . 


இத் தொடுகோடுகள் வெட்டும் புள்ளி [ [ at ] ty , a ( t1 + tg ] ] 

* X1 = at 11 , 

11 = a (ti + 12 ) . 


( அ - து ) 


( 2 ) 


4 


1 . 


( 8 ) 


A 


பரவளைவு 
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( t - t , ) : = {11 + t , ) 2-41!, 


4x1 | 


2- 1ax ) 


>> -15 


a 


( 3 ) , ( 4 )-ஐ , ( 1 ) -இல் பிரதியிடின் , 


--4ax1 


412 = a | 


Y1 


+4 


) 


a 


( அ - து ) 4la = (y1 - 4ax ) ( y12 + 4a ) . 


எனவே , இசைப்புள்ளி ( xy , y1 )-இன் இயங்கு வழி 


4a /2 = [ y - 4ax ) ( y + 4a ) . 


மாதிரி 18 ; y = 4ax பரவளைவின் தொடுகோடுகளின் 
v= 4cx பரவளைவைச் சார்ந்த இசைப்புள்ளிகளின் இயங்கு வழிக் 
காண்க . 


y = 4cx-ஐச் சார்ந்த y= 4ax பரவளைவின் தொடுகோட் 
டின் இசைப்புள்ளி (xy , y1 ) எனக்கொள்வோம் . 


( x , y1 ) புள்ளியின் இசைக்கோடு , 


yy1 = 2c (x + x1 ) 


2cx | 


2cx 
y1 


+ 


இது , y = 4ax பரவளைவின் தொடுகோடெனின் , 


2cx 
y1 


* 


4 
2c 
yil 


m 


(அ- து ) 4cx1 = ay1| 


எனவே , ( x1 , y1 ) புள்ளியின் இயங்கு வழி 

ay : = 4c2x . 
ப.வ. - 14 
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B - 28 . ( x , y1 ) புள்ளியிலிருந்து 

= 4ax | 

பரவளைவுக்கு 
வரையும் இரட்டைத் தொடுகோடுகளின் சமன்பாடு 


P [x ] > } 1 ) புள்ளி வழிச் செல்லும் கோட்டின் சமன்பாடு , 


x - T1 


} - y1 | 


(1) 


sin G 


cos ) 
எனக் கொள் வோம் . 


R 


/ P(zya 


படம் 55 


இக் கோட்டின் மீதுள்ள யாதேனும் ஒரு புள்ளியின் ஆயத் 
தொலைகள் (x1 + r cos 9 , y1 + r sin g ) . 


இக் கோடு y = 4ax பர வளைவைச் சந்திக்கும் இடங்களில் , 


( y1 + r sin G ) " = 4a {x1 + r cosa ) 


( அ - து ) r’sin G + 2 ( yising - 2a cos 9 ) r 

+ y ] " - 4ax = () 


. 


( 2 ) 


இது 7 - இல் இருபடிச் சமன்பாடு . இதன் இரு மதிப்புக்கள் 
Y , 1 , எனில் , அவைகள் P புள்ளியிலிருந்து இக் கோடு பரவளைவை 
வெட்டும் (Q , R புள்ளிகளின் தூரத்தைக் கொடுக்கும் . 


இக் கோடு தொடுகோடெனில் , PO = PR . 


( அ - து ) r1 = rs 
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எனவே , சமன்பாடு ( 2 } -இன் தீர்வுகள் சமம் . 


, 


4 ( yusine_2a cos( ) 2-4 sin ? a ( y1-4ax ) 
( அ - து ) ( yisina - 2a cos G / = sin G(y1 2.-- 4ax ) .... ( 3 ) 


x - x1 


{ 1 )-இலிருந்து 


= cos8 


y - y1| 

F 


sin 0 . 


r2 = ( x- x ; } 2 + ( y -- > 1 ) * . 


இம் மதிப்புக்களை ( 3 ) -இல் பிரதியிடின் , 

( y - y1} 
y1 | 


[ y1 * - 4ax ] 


( அ - து ) [ y - y1) y : - 2a( x - x ] ] * = {y - y1 * ( y1 " -4axy ) . 


(அ - து ) [ ( yy1–2ax ) - { y1 " - 2ax )] 

( y : + y1 - 2yyi ) (11 " -- 4axy ) 
( அ - து ) [ { py1-2a ( x + x1 ) } { y12-4ax } ] 
( 1 " -4ax ] ) = [ { ye - 4ax } + { y1 

12-4ax1 } 
- 2 { yy1-2a ( x + x ; } } ] 

( 4) 


S = y - 4ax 
S , = y12-4axi 
T 

yy1-2a ( x + x ) எனில் , 
சமன்பாடு ( 4 ) , ( T -- S1 ) 2 S] [ S + S , - 2T ] என்றாகும் . 





T ” + S 2 --2TS1 


SS ) + S12--2TS . 


( அ - து ) 12 = 

SS1 


-- 


எனவே , P ( xx > y1 ) புள்ளியிலிருந்து y " 4ax பரவளைவுக்கு 
வரையும் இரட்டைத் தொடுகோடுகள் , 

T2 = SST . 
( அ.து ) [ yy1--22( x + x ] ] ] ( y - 4ax ) { / 12 - 4axy ) , 


- 
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6-29 . 


நடுப் புள்ளியாகக் 


y = 4ax பாவளை வில் (x1 , y1 ) - ஐ 
கொண்ட நாணின் சமன்பாடு 


8 


R / (33 ) 


படம் 56 . 


- 


பரவளைவு : 

4ax , 
நாண் Pg எனவும் , R( x1 , 1 ) நாணின் நடுப்புள்ளி எனவும் 
கொள்வோம் . 
( x ) , V1 ) புள்ளி வழிச் செல்லும் கோட்டின் சமன்பாடு , 
X - X1 } - 11 

{ 1 } 
cos 0 sin 9 
எனின் , இக்கோட்டின் மீதுள்ள யாதேனும் ஒரு புள்ளியின் ஆயத் 
தொலைகள் ( x1 + cos ) , y1 - r sin () . 


- .. 


இக்கோடு பரவளைவை வெட்டும் புள்ளிகளில் , 

( y1 + r sin a ) = 4a0x1 = r cos 9 ) 


(அ- து ) resin G + 2 (ysing_2a cos Gr 
-313--4ax = 0 

( 2 ) 
இது /-இல் இருபடிச் சமன்பாடாதலின் இதன் இரு மதிப்புக் 
களான r r2 என்பவை R (xy > y1 ) புள்ளியிலிருந்து வெட்டுப் 
புள்ளிகள் P , ( -வின் தூரங்களைக் கொடுக்கும் . 

R புள்ளி , PQ- வின் நடுப்புள்ளியாதலின் , 


(அ - து ) 


11 + 1 = 0 . 
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சமன்பாடு ( 2 )-இன் தீர்வுகளின் கூட்டுத்தொகை பூச்சியம் . 


ysine - 2a cosg = 0 


( 3 ) 


( 1 )-இலிருந்து , 


x - x1 | 

F ) 


cos 9 


y - y1 


sin 


இதை ( 3 ) -இல் பிரதியிடின் , 
yi( y- ) ) 

x - x1 
2a 


T 


( அ - து ) ( y -yy1 - 2a(x -- xy ) = 0 

. yy1 - 24x = y1 -- 2ax | 


இரு பக்கமும் - 2ax -ஐக் கூட்டினால் 

} } | -2a{ x -- x ] ) = yi " -- 4dx1 
S = y" - 4ax 
S1 = y ) 4dxy 

T = yy1-20( x + xy ) எனில் , 
நாணின் சமன்பாடு T = S ) என்றாகும் . 


15-30 . 


பாவளைவின் இணை நாண்கள்தம் ( Parallel chords) நடுப் 
புள்ளிகளின் இயங்கு வழி பரவளைவு அச்சுக்கு இணை 
யாகச் செல்லும் நேர்க்கோடாகும் . 


X 


படம் 57 
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கோடுகள் அனைத்தும் ஒன்றுக்கொன்று இணையாதலின் 
அவைகள் x ஆயத்துடன் பிறப்பிக்கும் கோணம் சமமாகும் . 
எனவே , சரிவுகள் சமமாகும் , 


சரிவு 11 எனில் , இணை கோடுகளில் யாதேனும் ஒன்றின் 
சமன்பாடு , 


) = 1 + c 


எனக் கொள்வோம் . 


BC என்ற இணை கோட்டின் நடுப் புள்ளி D [ x ] , y1 ) எனில் , 


BC நாணின் சமன்பாடு , ; y1 - 2a( x + x1 ) = 12-4axy 


(அ - து ) yy1 - 2ax = y " - 2ax1 


( 2 ) 


BC- யின் சரிவு 


1| 


BC கோடு , y = Jn1X + c கோட்டிற்கு இணையாதலின் . 


111 - 


Y1 


24 


( அ - து) 


l 


எனவே , D ( xy , y1 ) புள்ளியின் இயங்கு வழி . 


2a 


இது 3 ஆயத்திற்கு இணையான ஒரு நேர்க்கோடாகும் . 


எனவே , இணை நாண்களின் நடுப்புள்ளிகள்தம் இயங்கு வழி 
பரவளைவின் அச்சுக்கு (x ஆயம் ) இணையாக உள்ள ஒரு நேர்க் 
கோடாகும் . 


மேலும் , D- யின் இயங்கு வழி பரவளைவை P புள்ளியில் 

2a 
வெட்டினால் , P புள்ளியின் ) ஆயத் தொலை 


171 ) 
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பரவளைவு 


P. யின் ஆயத் தொலைகள் , 

2a | 


- ). 


11 


* 


( 





4a 
me4a 


* ) 


4a | 


பரவளைவுக்கு P புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு 


. 


2n( x + * ) 
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a ) 


(அ - து ) 


y = mx + 


இதன் சரிவு 111 ஆதலின் . P புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு 
இணை நாண்களுக்கு இணையாக உள்ள நேர்க்கோடாகும் . 


6-31 . பரவளைவின் வீட்டம் ( Diameter ) வரையறை . 

பரவளைவின் இணை நாண்கள் தம் நடுப்புள்ளிகளின் இயங்கு 
வழி பரவளைவின் விட்டம் எனப்படும் . படம் 57 -இல் PD பர வளை 
வின் விட்ட மாகும் . இது x ஆயத்திற்கு (பரவளைவு அச்சு ) இணை 
யாக இருக்கும் . பரவளை வின் விட்டங்கள் யாவும் அதன் அச்சுக்கு . 
இணையாக இருக்கும் . 


6-32 . பரவளைவு தாணின் நுனிகளிடத்துத் தொடுகோடுகள் , 

அந்நாணை இரு சமமாகப் பிரிக்கும் பாவளைவு விட்டத்தின் 

மேல் தம்முள் வெட்டும் 
நாண் BC- யின் நடுப்புள்ளி D எனக் கொள்வோம் . பரவளைவு 
அச்சுக்கு இணையாக D வழி வரையும் கோடு பரவளைவை P புள்ளி 
யில் வெட்டட்டும் . 


AV 
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B , C புள்ளிகளின் ஆயத்தொலைகள் ( tat1 - , aat ) , ( at23 , 201 , ) 
எனக் கொள்வோம் . 

2at + 2at , 
P) கோட்டின் சமன்பாடு y == 

-- a ( t1 + 1 , ) 


( அ - து ) y = a ( tr + tz ) 

B , C புள்ளிகளிடத்துப் பரவளைவு ] = 4ax- க்கு வரையும் 
தொடுகோடுகள் 

yrl = x + all 

yle = x + at ? " . 
இவைகள் வெட்டும் புள்ளி , T [atite , all1 + ts ) ] 

எனவே , 1 புள்ளி BC நாணை இரு சமமாகப் பிரிக்கும் பரவளைவு 
விட்டம் PD- யின் மேல் அமைந்துள்ளது . 


6-33 . 

BC நாணைப் பரவளை வின் விட்டம் நடுப்புள்ளி D- யில் 
வெட்டுகிறது . 

அவ்விட்டம் பரவளைவை P புள்ளியில் 
வெட்டினால் BD = 4SP.PD 
B , C புள்ளிகளின் ஆயத் தொலைகள் ( ati * , 2at1 ) , ( at , , 2at 2 ) 
எனக் கொள்வோம் . 
D புள்ளியின் ஆயத்தொலைகள் 

( ! * + 12 ) , 6{11 + 1 ) 





P 


D 


X 


படம் 59 . 


BD * = [ aty- (1 * +t,*)] + [ 2 & ty - a [ 11 + 1 } )} ? 

- [ 4"))*+ te[1- s}}" 


பரவளைவு 
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ar 


2 (11 + tg)2(11-1, )* + a (!1-1 ,)" 


ae| 


4 (11-12 ) * [[ t1 + -tg ) * + 4 ] 


P- யின் ) ஆயத்தொலை = D. யின் y ஆயத்தொலை 

= a(t1 + t ) . 


P- யின் ஆயத்தொலைகள் , 


1 
4a 


a [t ] +12) 


« 1 ) 


4a ) 


[ Art +l;) , atta +t) ) 
( 
பின் , SP = = { a- + ( x +1 , ) " } + {-1(1 + 4 } 

1 : { 4a a { 1 , +1 ) } 

4a -a{11 + 1- ) " } + 184 *(64+1 ) 
= " " [ { 4- (1 + 12)*} + 18 ( 14 + 4 ) ) 

**[16 + (!1 + 13) -8( 11 +1,) + 16 ( 11 + t ? ) ) 


+ a ( ! 1 + ty ) 


1 
18 


1 
18 


a [ [ [ 1 + t, )* +8 (11 + 1 ) * + 16 ) 


1 


a [ ( 11 + 13)2 + 4) 


SP = 


+ af ( 11 + t ; ) ++ 4 ) . 


PD = ( D- யின் X ஆயத் தொலை ) -- ( P- யின் X ஆயத்தொலை ) 


= > (! * + 1;" ) - 401 + 12 ) 2 


218 


பகுமுறை வடிவ கணிதம்: 


= 4 [ 2t;* + 21 , " - * - 1,2-21114 ] 


4 [ 112 -- 1,2-21 , ] 


4SP.PD = 4 


d 
4 


[ t ] + ty ) : + 4 


} ) - 


-18 ) 


22 


( 11-12 ) 3 [ [t ] + 1g) + 4 ) . 


4 


= BD . 


மாதிரி 18 : ஒரு பரவளைவின் குவிய நாண்கள் தம் நடுப் 
புள்ளிகளின் இயங்கு வழி , முதல் பரவளைவின் குவியத்தை முனை 
யாகக் கொண்ட மற்றொரு பரவளைவு என நிறுவுக . 


y = 4ax 


( 1 ) 


என்ற பரவளைவின் ஒரு நாணின் நடுப் புள்ளி ( xy , 11 ) எனில் 
அந் நாணின் சமன் பாடு , 

yy1- 27 ( x + x ) = y1 ” -- 4axi. 


இது குவியம் S ( a , 0 ) வழிச் செல்கிறது . 


-2a(x1 + d) = y ] - 4ax1 
( அ - து ) y1-2ax + 2a = () 


( அ - து ) 11 " -2a ( x1 - a) = 0 . 


எனவே , (x ] , y )-இன் இயங்கு வழி , 

y -- 2a ( x - a ) = 0 ஆகும் . 


இஃது ஒரு பரவளைவைக் குறிக்கும் . இப் பரவளைவின் முனை 
(a , 0 ) . 


( அ - து ) பரவளைவு ( 1 ) - இன் குவியமாகும் . 
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மாதிரி 19 : பரவளைவின் 

முனையில் 

நேர்க்கோணத்தை . 
ஏற்கும் நாண்களின் நடுப்புள்ளியின் இயங்கு வழிக் காண்க . 


A 


படம் 60 , 


பரவளைவு 2 


- 


4ax 


எனவும், முனை A-யில் நேர்க்கோணத்தை ஏற்கும் பரவளைவின் 
நாண் BC என்றும் கொள்க , 


இதன் மையப் புள்ளி , {i ] , } 1 ) எனில் , 

BC கோட்டின் சமன்பாடு , T= S ; 


( அ - து ) }y1 – 2a ( x + x1 ) = } 1 " -4ax| 


( அ - து ) y } 1- 2ax = y1 " -2ux ] 


A ஆதியா தலின் AB , AC என்ற கோடுகளின் இணைந்த சமன் 
பாடு , பரவளைவின் சமன்பாடு { 1 ) -ஐ { 2 }-இனால் சமபடித்தான 
சமன்பாடாக்குவதன் மூலம் கிடைக்கப் பெறலாம் . 


( அ - து ) AB , AC என்ற இரட்டைக் கோடுகளின் சமன்பாடு 


y2- 4x . 


{ 


.y ) 1 -2ax: 
y12-2axy 


- 0 


( அ - து ) ( 1 ] * --- 2ax ) -- 4ax( yy1-2ax ) - 0 


( 3 ) 


சமன்பாடு 


CA , CB கோடுகள் தம்முள் செங்குத்தாதலின் 
( 3 ) -இல் , 

x -இன் கெழு -- y ”- இன் கெழு 
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(அ - து ) ( 8a ) + ( y : 2- 2ax ) = 0. - 
எனவே , நடுப் புள்ளி ( xy ) -இன் இயங்கு வழி , 

y " 24x -- 8ae 


( அ - து) y = 2a( x - 4a ) . 


பயிற்சி 6.2 . 


1. y ” = 4x பரவளைவைச் சார்ந்த ( 1 , 7 ) , ( 4 , 8 ) புள்ளி 

களின் இசைக் கோடுகள் காண்க . இவைகள் வெட்டும் 
புள்ளியின் இசைக் கோடு கொடுத்துள்ள புள்ளிகளைச் 
சேர்க்கும் கோடென நிறுவுக . 


2. x " + 1 * = a வட்டத்தைச் சார்ந்த P புள்ளியின் இசைக் 

கோடு , y = 4ax பரவளைவின் தொடுகோடெனில் P- யின் 
இயங்கு வழிக் காண்க . 


3 . 


பரவளைவு y * = 4ax- இன் முனையில் செங்கோணத்தை 
ஏற்கும் நாணின் இசைப் புள்ளிகள் தம் இயங்கு வழிக் 
காண்க . 


4. பரவளைவின் குவிய நாண்கள் தம் இசைப் புள்ளிகளின் 

இயங்கு வழி அதன் இயக்கு வரை என நிறுவுக . 


5. பரவளை வில் முனையிடத்துத் தொடு கோட்டின் மீதுள்ள 

புள்ளிகளிலிருந்து , அப் புள்ளிகளின் பரவளைவைச் 
சார்ந்த இசைக் கோடுகளுக்கு வரையும் செங்குத்துக் 
கோடுகள் தம் அடிப் புள்ளிகளின் இயங்கு வழி ஒரு 
வட்டம் என நிறுவுக . அவ் வட்டத்தின் மையம் , ஆரம் 
காண்க . 


8 . 


ஒரு புள்ளியிலிருந்து பரவளைவுக்கு வரையும் இரட்டைத் 
தொடுகோடுகள் ஆயங்களுடன் பிறப்பிக்கும் 
கோணங்கள் நிரப்புக்கோணங்களெனின் அத் தொடு 
கோடுகளின் தொடு நாண் நிலைத்த புள்ளி வழிச் செல்லும் 
என நிறுவுக . 


7. x " + y2 - 2x – 4 = 0 வட்டத்தைத் தொடும் y ’ = 2x 

பரவளைவின் நாணின் நடுப்புள்ளியின் இயங்கு வழிக் 
காண்க . 


பர வளைவு 


8 . 


y2 4ax பரவளை வின் செங்கோட்டு நாண்களின் நடுப் 
புள்ளிகள் தம் இயங்கு வழிக் காண்க . 


பரவளைவு y = 4ax- இன் முனையிடத்துச்செங் 
கோணத்தை ஏற்கும் நாண்கள் தம் நடுப்புள்ளிகளின் 
இயங்கு வழி y " 2a ( x - 417 ) என நிறுவுக . 


10. + 4bx = 0 பரவளைவுத் தொடுகோடு ஒன்று y " = 4ax 

பரவளைவை B , C- யில் வெட்டினால் , BC- யின் நடுப் 
புள்ளியின் இயங்கு வழி ) " ( 21 + b ) = 4a2x என நிறுவுக . 


11. இரு 

தொடுகோடுகள் ஆயத்துடன் பிறப்பிக்கும் 
கோணங்களின் கூட்டுத் தொகை ஒரு மாறிலி எனில் , 
அத் தொடுகோடுகள் வெட்டும் புள்ளியின் இயங்கு வழி 
ஒரு நிலைத்த புள்ளி வழிச் செல்லும் என நிறுவுக . 


12. x + y = c " வட்டத் தொடுகோடுகளின் y = 4ax- ஐச் 

சார்ந்த இசைப் புள்ளிகள் தம் இயங்கு வழி 4a2 ( x - c2 ), 

cy " என நிறுவுக . 


13. y " = 4ax பர வளைவில் 2k நீளமுள்ள நாண்கள் தம் நடுப் 

புள்ளிகளின் இயங்கு வழி ( y + 4a * ) ( 4ax - y ) = 4ak " 
என நிறுவுக , 


14. x + y2 - 2x + 4y - 4 = 0 வட்டத் தொடு கோடு 
y = 4ax 

பரவளைவை P , Q புள்ளிகளில் வெட்டு 
கிறதெனின் , P , Q- வின் நடுப் புள்ளியின் இயங்கு வழிக் 
காண்க , 


15. P- இலிருந்து ) = 4ax பர வளைவுக்கு வரையும் இரட் 

டைத் தொடு கோடுகள் முனையிடத்துத் தொடுகோட் 
டுடன் அமைக்கும் முக்கோணத்தின் பரப்பு எனில் , 
P- யின் இயங்கு வழி x {y " - 4ax ) = 4 * என நிறுவுக . 


16 . 


12 = 4x பரவளைவின் செங்கோட்டு நாண்கள் தம் 
இசைப் புள்ளிகளின் இயங்கு வழி (x + 2a )y2 + 4a = 0 
என நிறுவுக . 


17. P புள்ளியிலிருந்து y ? 4ax- ஐச் சார்ந்த அதன் இசைக் 

கோட்டிற்கு வரையும் செங்குத்துக் கோடு x2 = 4by 
பரவளைவின் தொடு கோ டெனில் P. யின் இயங்கு வழி 
2ax + by + 4a = 0 என நிறுவுக . 
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18. y = 4 x பரவளைவின் தொடு கோடுகளின் x2 = 4by 

பர வளை வைச் சார்ந்த இசைப் புள்ளிகளின் இயங்கு வழி 
ay = 452x என நிறுவுக . 


19. இயக்கு வரையிலிருந்து y = 4ax பரவளைவுக்கு வரையும் 

தொடுகோடுகளின் நடுப்புள்ளிகளின் இயங்குவழி 
y ( al-- 2x ) = a { a + 3x ) - என நிறுவுக . 


-20 . நிலைத்தபுள்ளி ஒன்றின் வழிச் செல்லும் பரவளைவு 

நாண்கள்தம் நடுப்புள்ளிகளின் இயங்கு வழி மற்றொரு 
பரவளைவு என நிறுவுக , 


21 . 


x = al + bt ; y = ct + di 2 சமன்பாடுகள் ஒரு பரவளை வைக் 
குறிக்கும் எனக்காட்டுக . இப்பர வளைவின் துணையலகு 
t1 , 1 , புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் கோட்டின் சமன்பாடு , 


( 


( 


t1 + 2 


= 0 


5 


என நிறுவுக . 


--22 , y== 4ax பரவளை வில் t புள்ளியிடத்துச் செங்கோட்டு 


3 


4a[ 1 + ty 


நாணின் நீளம் 


என நிறுவுக . 


23. (6a, 0 புள்ளியிலிருந்து y* = 4dx பர வளைவுக்கு வரையும் 

மூன்று செங்கோடுகளின் அடிப்புள்ளிகளைக் காண்க . 


24. x * + ye - 2ax + c = 0 , x + y + 2bx + c = 0 வட்டங்கள் 

ஒரு கோட்டின்மீது சமநீளமுள்ள வெட்டுத்துண்டுகளை 
ஏற்குமெனில் , அக்கோடு y = 2(a- b )x பரவளைவின் 
தொடுகோடென நிறுவுக . 


25. y = dax பரவளை வுக்கு P புள்ளியிலிழுந்து வரையும் 

மூன்று செங்கோடுகளில் இரண்டு தம்முள் செங்குத் 
தெனில் , P புள்ளியின் இயங்கு வழிக் காண்க . 
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பரவளைவு 


விடைகள் 


1 . 2x - 7y + 2 = 0 ; x - 4y + 4 = 0 ; ( 20 , 6 ) . 
2. x + 4a = 0 . 5. ( a , 0 ) , a . 7. ( y --- x + 1 } = 5 ( y " +1) . 

4a3 
8 . 

+ 

= x - 2a . 23. ( 0 , 0 ) , ( 4a, 4a ) ; ( 4a , -4a ) . 
2a 
-25 . y = a ( x ~ 3a ), 


7. நீள் வட்டம் 

((Ellipse ) 


71. நீள் வட்டம் - வரையறை 

ஒரு கூம்பு வெட்டியின் மையத்தொலை விகிதம் e < 1 எனில் , 
அது நீள் வட்டம் எனப்படும் . 


72. நீள் வட்டம் -- சமன்பாடு 

குவியம் S(d , B) எனவும் , இயக்கு வரை 1x -- my + n = 0 
எனவும் கொள்வோம் . நீள் வட்டத்தின் மீது P(x1 + y1 ) யாதேனும் 
ஒரு புள்ளி எனில் , 
குவியத்திலிருந்து P- யிக்கு உள்ள தூரம் , 

V { xi - d ) 2 + (y1 - B ) 


SP = 


Ix + my -- n = 0 கோட்டிலிருந்து P- க்கு உள்ள தூரம் , 

Ix ] + iry] + n 
PM = 

= 12 + m 


வரையறையின் படி , 

SP 
PM 

= e . ( < 1 ) 


(அ - து ) SP2 = e2.PM ” 


. 


(x1- ) + (y1 - B ) * 


Ixy + my1 + n 
+1/2 + m 


( அ - து ) ( 12 + m ° }[(x1 - cl) + ( 11 - B ) ] 

= e ( lx ] + my1 + n ) - 
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எனவே , P ( x ) / y1) - இன் இயங்கு வழி (அ - து ) நீள் 
வட்டத்தின் சமன்பாடு , 
( x - d ) + ( y - B ) = e " 

( x + my + R ) 

12 + m2 


7.3 . நீள் வட்டம் சமன்பாட்டின் தியம வடிவம் 


நீள் வட்டத்தின் குவியம் S , இயக்குவரை 1 , மையத் தொலை 
விகிதம் e எனக் கொள்வோம் . 


B 


D 


AI 


fC 


5 


N 


படம் 61 


S புள்ளியிலிருந்து இயக்குவரை ! -க்கு SZ என்ற செங்குத்துக் 
கோடு வரையவும் . - SZ- ஐ e : 1 விகிதத்தில் உள்ளும் புறமும் 
A , A புள்ளிகள் பிரிக்கின்றன எனக் கொள்வோம் . 


AA -ஐ C புள்ளியில் இரு சமமாகப் பிரிக்கவும் . AA = 2a 
எனின் , AC = CA = a , 

வரையறையின்படி A , A புள்ளிகள் நீள் வட்டத்தின் 
மேலமையும் . 


மேலும் , 


SA 
AZ 


SA 
A Z 


= 2 . 


SA = 2.AZ 


SA = eA Z 


.. 


( 2) 


SA + SA = e { AZ + A Z ) 
( அ - து ) AA = e (CZ - CA + CA + CZ ) 


ப.வ. - 15 . 
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2a = 2.2CZ.I 


CA = CA ) 


CZ = 


( 3 ) 


e 


மேலும் , ( 2 )-இலிருந்து ( 1 ) -ஐக் கழிப்பின் , 


SA - SA = e ( A Z - AZ ) 


(அ - து ) (A S- CS ) - ( CA - CS ) = e.AA 


2CS= e.2u 


( அ - து ) 


CS = ae 


(4 ) 


( -ஐ ஆதியாகவும் , CA கோட்டை X ஆயமாகவும் கொள் 
வோம் . CA- க்குச் செங்குத்தாக ( -யிலிருந்து வரையும் СВ 
கோட்டை y ஆயமாகக் கொள்வோம் . 


எனவே , ( -யின் ஆயத்தொலைகள் ( 0 , 0 ) 


-S- இன் ஆயத்தொலைகள் (ae , 0 ) 


L 


இயக்குவரை !-இன் சமன்பாடு x = 


& 


P [x ] > y1 ) நீள் வட்டத்தின் மீதமைந்துள்ள யாம்தனும் ஒரு 
புள்ளி எனின் , வரையறையின்படி , 


SP 
PM 


e ( < ) 


(அ - து ) SP2 = e2.PM . 


SP : = ( x1 - ae ) * + y " 


PM2 = 


( 

( - PA = Niz= CZ - CN- ( - + s ) ] 
: (84-8) +y ^-^ ( - ) 


2 
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( அ - து) x +y1 - 2xae + aree 


a2 


-24 


x12 - 2x1 


= ex ? - 2xlde + a " . 
எனவே , x1 *( 1/8 ) + y ; " = a * { 1 - e ) . 
இரு பக்கமும் a { 1 --e ) - ஆல் வகுப்பின் , 

- 

P1 


2 





P { x ] , ) 1 ) புள்ளியின் இயங்கு வழி ( அ - து ) நீள் வட்டத் 
தின் சமன்பாடு , 


y 


1 . 


a (1-2 ) 


al (1-2) எனப் பிரதியிடின் 


22 


சமன்பாடு , 


12 


+ 


என்ற வடிவம் பெறும் . 


74. நீள் வட்டத்தின் தன்மைகள் 


x2 
a ? 


= 1 


நீள் வட்டம் , 


( i ) சமன்பாடு x , y ஆயங்களுடன் சமச் சீருடைய தாயிருப்ப 
தால் ( x , y) புள்ளி நீள் வட்டத்திலிருப்பின் , ( -x , --y) , (x , -y) , 
( --x, y) புள்ளிகளும் நீள் வட்டத்திலிருக்கும் . 


( ii ) ( x , y) , ( -x , -y) புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் கோடு ஆதி 
(C ) வழிச் செல்வதால் , C வழிச் செல்லும் அனைத்து நாண்களையும் 
C சமமாகப் பிரிக்கும் . C புள்ளி நீள் வட்டத்தின் மையம் எனப் 
படும் , 


( iii ) x ஆயத்தை நீள் வட்டம் , ( == a , 0 ) புள்ளிகளிலும் , 
y ஆயத்தை ( 0 , +5 ) புள்ளிகளிலும் வெட்டும் . x ஆயத்தை 
வெட்டும் புள்ளிகள் A , A எனவும் , y ஆயத்தை 
புள்ளிகள் B , B எனவும் குறிப்பிடப்படுகின்றன . A , A நீள் 
வட்டத்தின் முனைகளாகும் . நீள் வட்டம் A , A ; B , B புள்ளிகள் 
வழிச் செல்கிறது , 5 


வெட்டும் 
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(iv) x = + 


y > b, y < -b எனில் , x கற்பனை மதிப்புடையது . 


b 


. 


x > a , x < -a எனில் , } கற்பனை மதிப்புடையது . 


எனவே , நீள் வட்டம் x = + a , y = h என்ற நீண்ட 
சதுரத்தினுள் அமையும் . 


(v) X- இன் மதிப்புப் பூச்சியத்திலிருந்து a வரை அதிகரிக்கும் 
போது , y- யின் மதிப்பு b- யிலிருந்து பூச்சியத்திற்குக் குறையும் . 


B ( o , & ) 


( -a, A 


A { a , 0) 


C( 0,0,) 


B (0 , -- ) 
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7.5. 


இரண்டாவது குவியம் , இயக்கு வரை 


பத்தி 7.3 - இல் உள்ள படம் 61 - இல் CA கோட்டின் மீது 
S , Z புள்ளிகளை CS = CS , CZ = CZ என்றிருக்குமாறு குறிக் 
கவும் . 


CZ கோட்டிற்குச் செங்குத்தாக Z புள்ளி வழி Z M கோடு 
வரையவும் . Z M - க்குச் செங்குத்தாக P-யிலிருந்து PM கோடு 
வரையவும் . 


நீள் வட்டம் 


+ 


( அ - து) * + - 


= 1 
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( அ - து ) 


( 1 - e } x + y = a ( 1 - e ) . 


( அ - து ) 


xº + y = + aºe* = aº xe* 


இரு பக்கமும் 2xae-ஐக் கூட்டினால் , 

x + 2xae + are2 + y = ex + 2aex + a . 


(x + đe ) 2 + y ^ 


x + 


:) 


- 


( 1 ) 


P (x, y ) என்பது நீள் வட்டட்தின் மீதுள்ள யாதேனும் ஒரு 
புள்ளி எனில் , சமன்பாடு ( 1 ) 


SP = = e " .PM 2 என்றாகும் . 


(அ -- து ) SP = e.PM 


( அ - து ) நீள் வட்டத்தின் மீதுள்ள P புள்ளிக்கு S புள்ளி 
பிலிருந்து உள்ள தூரம் , Z M கோட்டிலிருந்து P- யின் தூரத்தின் 
e மடங்காகும் . 


e < 1 எனில் , 

நீள் வட்டத்தின் வரையறையாம் . 
எனவே , S" , Z M 

என்பவை முறையே நீள் வட்டத்தின் 
இரண்டாவது குவியம் , இரண்டாவது இயக்குவரை யாகும் . 
எனவே , நீள் வட்டம் இரண்டு குவியங்கள் , இரண்டு இயக்கு 
வரைகள் கொண்டிருக்கும் . 


இரண்டாவது குவியத்தின் ஆயத் தொலைகள் S ( - ae , 0 ) 


4 


இரண்டாவது இயக்குவரையின் சமன்பாடு x = 


e 


x2 


76. நீள் வட்டம் 


+ 


{i ) a > b எனில் , மையத் தொலை விகிதம் e , b = a ? ( 1 - e ) 
சமன்பாட்டிலிருந்து பெறப்படும் . 2a, 25 என்பவை முறையே 
நீள் வட்டத்தின் பேரச்சு ( major axis ) , சிற்றச்சு ( minor axis ) 
எனப்படும் . 


நீள் வட்டத்தின் குவியங்கள் S ( ae , 0 ), S ( - ae , 0 ). 
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4 


இயக்குவரைகள் x 


0 ; x + 4 


e 


{(-aeo ) s c S(ae,o) 


을 
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(ii ) b > a எனில் , மையத் தொலை விகிதம் e, a = b ° ( 1 -- e " } 
என்ற சமன்பாட்டிலிருந்து பெறப்படும் . பேரச்சு y ஆயத்தின் 
மீதும், சிற்றச்சு x ஆயத்தின் மீதும் அமையும் . பேரச்சு நீளம் 
26 , சிற்றச்சு நீளம் 2a . 


குவியங்களின் ஆயத் தொலைகள் ( 0 , be) , ( 0 , - be) 


b 


5 


இயக்குவரைகள் ) - 


= 0 ; y + 


e 


9 / 


Aso, le ) 


(o, = ee 


} = 
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77. செவ்வகலம் (Latus Rectum ) 


குவியம் 5 வழி பேரச்சுக்குச் செங்குத்தாக வரையும் கோடு 
நீள் வட்டத்தை 1 , L புள்ளிகளில் வெட்டினால் , LSL எனும் 
நாண் நீள் வட்டத்தின் செவ்வகலம் எனப்படும் . 


1- இன் : ஆயத்தொலை -- S. இன் X ஆயத்தொலை = ae . I- இன் 
y ஆயத்தொலை SL எனின் , 


x2 
a + 


1 


நீள் வட்டத்தில் 


are 


| 


SL 
5 


1 


2 


- து ) SL = b ( 1 - e ) 


42 . 


[ : b = aI - e2 ) ] 


SL = -- 


( 


எனவே , செவ்வகலத்தின் நீளம் 


b2 
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LSL = LS + SL 


-- 


+ 


= 


( 


பேரச்சு 25 , சிற்றச்சு 2a எனின் , 


2a 
செவ்வகலத்தின் நீளம் == 

b 


78. நீள் வட்டத்தின் மீதுள்ள ஒரு புள்ளியின் குவிய தூரங்கள் 
தம் (focal distances ) கூட்டுத்தொகை 

பேரச்சின் நீளத் 
திற்குச் சமம் 


P (x ; y ) நீள் வட்டத்தின் மீதுள்ள யாதேனும் ஒரு புள்ளி 
எனக் கொள்க . 


குவியங்கள் S ( ae , 0 ) , S ( - le, 0 ) . 

( பத்தி 7.3 - இல் உள்ள ப ... ம் 61 - ஐக் காண்க ] , 
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வரையறையின்படி SP = e.PM, S P = 3.PM 


SP = 2.PM = e(NZ) = e ( CZ – CN ) = 2 

Y) == ( 2 


| = -ex 


SP = e.PM = e ( NZ ) = e ( CZ + CN ) = 2 


+ x | 


= t + ex 


2 


SP +SP : = { a - ex ) + ( a + ex ) = 23. 


= பேரச்சின் நீளம் . 


எனவே , நீள் வட்டத்தைப் பின் வருமாறு வரையறுக்கலாம் . 


இரு நிலைத்த புள்ளிகளிலிருந்து P என்ற யாதேனும் ஒரு 
புள்ளியின் தூரங்களின் கூட்டுத் தொகை ஒரு மாறிலியெனின் , 
அப் புள்ளியின் இயங்கு வழி நீள் வட்டமாகும் . 


79. P (x ) , Y1 ) புள்ளியின் நிலை 


P ( x , y ) 


e 


A 


A 


N 


படம் 65 . 


P [ x ] > y1 ) புள்ளியின் நிலை யறிய , அப் புள்ளியிலிருந்து 
பேரச்சுக்கு PN என்ற செங்குத்துக் கோடு வரையவும் . இது நீள் 
வட்டத்தை ( புள்ளியில் வெட்டு கிறது எனக் கொள்வோம் . 


NP > NQ எனின் , 


P புள்ளி நீள் வட்டத்தின் வெளியே இருக்சம் . 


NP = y ] , NO = b 


M 


1 
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எனவே , P{ x } , } 1 ) நீள் வட்டத்திற்கு வெளியே இருப்பின் , 


yr* > ( 1 - * ) 


11 


( அ - து ) 


2 


( அ - து ) 


> 1 . 


இவ்வாறே P[x ] , y1 ) நீள் வட்டத்திற்குள்ளே இருப்பின் , 


2 


11 


+ 


12 


P { x } , y1 ) புள்ளி நீள் வட்டத்தின் மீது அமையுமெனின் , 


-- 


b 


2 


X ] 

2 
எனவே , 

+ b 

! எனின் , ( x 1 , y1 ) நீள் வட்டத் 
தின் வெளியே , மேலே அல்லது உள்ளே இருக்கும் . 


மாதிரி 1 : 

ஒரு நீள் வட்டத்தின் குவியம் ( 1 , 2 ) , மையத் 

2 
தொலை விகிதம் 5.ஒத்த இயக்குவரை 2x -- 3y + 6 = 0 எனில் , 
நீள் வட்டத்தின் சமன்பாடு காண்க . 


P ( x ] , V1 ) நீள் வட்டத்தின் மீதுள்ள யாதேனும் ஒரு புள்ளி 
எனில் , 


குவியம் S ( 1 , 2 )-இலிருந்து P- யின் தூரம் 

SP = V ( x1--1 ) + (11-2 ) " 


2x - 3y + 6 = 0 இயக்குவரையிலிருந்து P- யின் தூரம் 


PM 


2x1-31 + 6 


மையத்தொலை விகிதம் & = 


ஆதலின் , 
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SP 


வரையறையின்படி , PM 


el 


Sp2 = ePMS 


( அ - து) ( x - 1 ) * + {11-2) 


4 ( 2x1-3y : +8 )* 


9 


13 


(அ - து) 117 [xy - + 912-2x : - 4y : +5) 

= 4 [4x + 9y : --56-12xy1 – 24x1-38y ) 
* 101x1 * + 48xyy1 + 81y1-330x1-324y1 + 441 = 0 . 
எனவே , f ( x , y ) - இன் இயங்கு வழி (அ - து) நீள் வட்டத்தின் 
சமன்பாடு , 

101x * + 48xy + 81y--- 330x - 324y + 441 = 0 . 
மாதிரி 2 : 4x- 9y + 8x + 38y + 4 = 0 நீள் வட்டத்தின் 
மையம் , மையத் தொலை விகிதம் , அச்சுக்களின் நீளங்கள் , செவ்வ 
கலம் , குவியங்கள் ஆகியவற்றைக் காண்க . 


4x + 9y + 8x + 36y + 4 = 0 . 


( அ - து ) 4 ( x + 2x ) + 9(y+ 4y) = - 4 

4 { x2 + 2x + 1 ) +9( y + 4y + 4 ) = - 4 + 4 + 36 
* 4 ( x + 1 ) +9( y + 2} = 38 


( அ - து ) ( 


x + 1 ) 


+ ( +2) = 

41 


ஆதியை ( -1 , -2) புள்ளிக்கு மாற்றினால் சமன்பாடு , 

Y: 
+ 


என் நகும் . 


நீள் வட்டத்தின் ( புதிய ஆயங்களைப் பொறுத்து ) 


மையம் ( X = 0 , Y = 0 ) . 


பேரச்சு நீளம் 3 x 2 = 6 . 


சிற்றச்சு நீளம் 2 x 2 = 4 , 


285 


நீள் வட்டம் 


62 = ! ( 1 - e2 ) 


4 = 9 ( 1 - e2 ) 


4 

= 1- ( அ - து ) 22 = 
9 


9 


எனவே , மையத் தொலை விகிதம் e 


[ 5 
3 


15 


குவியம் 


S 


315 


குவியம் 5s ( 


v = 0 ) 


3 


செவ்வகலத்தின் நீளம் , 


8 


= 


2. 


22 
3 


இயக்கு வரைகள் , 


3 


15 


9 
15 


3 


3 


91 
15 


15 


பழைய ஆயங்களைப் பொறுத்து 
மையம் (x + 1 = 0 , y + 2 = 0 ) ( அ - து ) ( --1 , - 2 ) . 


பேரச்சு , சிற்றச்சு நீளம் முறையே 3 , 4 , 


15 


மையத் தொலை விகிதம் 


குவியங்கள் S [x + ! = 5 , y --- 2 = 0 ] 
( அ - து ) [ 15-1 , - 2 ) . 

S ( x + 1 = -15 , y + 2 = 0 ] 


( அ - து ) ( -15-1 , --2 ) . 
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இயக்கு வரைகள் , 

9 
15 

(அ- து ) { 5x + (05-9} = 0 
( அ - து ) 5x + (5-915 ) = 0 . 

9 
X + 1 = - ( அ - து ) 5x- (5 + 9.5 ) = 0 . 

15 


8 


செவ்வகலத்தின் நீளம் 


7:10 , y = mx + c a big + 

1 நீள் வட்டத் தொடு 
கோடாவதற்குத் தேவையான கட்டுப்பாடு 


12 
22 


} = 117X + c 


2 


52 


( 2 ) 


இவ்விரு சமன்பாடுகளைத் தீர்க்க , 

{ inx-+ c ) 

ខ 


1 


1 


( அ - து ) 


+ 


2mc 

- x -| 


- 1 = 0 


x ( u n + b2) - 2mca x + a ( c - 52 ) = 0 ... ( 3 ) 


இது - இல் இருபடிச் சமன் பாடாதலின் , 13 - இன் இரு மதிப்புக் 
களும் ( 1 ) , ( 2 ) வெட்டும் இரு புள்ளிகளின் x ஆயத்தொலைகளை 
அளிக்கும் . 


X- இன் இரு மதிப்புக்களும் சமமெனில் , கோடு ( 1 ) , நீள் 
வட்டம் ( 2) -இன் தொடுகோடாகும் . 





சமன்பாடு ( 3 ) -இன் தன்மைக்காட்டி பூச்சியம் . 


( அ - து ) 


4maca * -4( asm + be ) a ( c - b - ) = 0 


இதைச் சுருக்கின் , 


ce = am + be 


+ c = = Nam2 +52 . 


நீள் வட்டம் 
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( அ - து ) 


17-இன் அனைத்து மதிப்புக்களுக்கும் 

y + mx = { dem +2 


எனும் கோடு 


x2 
ar 


+ 


நீள் வட்டத்தின் 


தொடு 


கோடாகும் . 


2 


7 • 11 . + 

நீள் வட்டத்திற்கு (x ] > yr ) புள்ளி 
be 
யிடத்துத் தொடுகோடு ! 


P( x1 , yx ) , Q ( xy , y , ) நீள் வட்டத்தின்மீது மிக அருகாமை 
யிலுள்ள இரு புள்ளிகள் எனக் கொள்வோம் . 


2 


2 


y 


+ 


= 1 


} , 


+ 


1 


( 1 ) -இலிருந்து ( 2 ) -ஐக் கழிப்பின் , 


yi 


2 


b2 


( அ - து ) ( 1 );} 0 + 2) -- (24 -x )(x +x;} 


y1 -- ye 


. 


b ( x : + x2 ) 
a { y1 + ye ) 


( 3 ) 


நாண் PO- வின் சமன் பாடு , 


x - x1 


y 
Y1- ) 


X1 - X , 


( அ-து ) 


1 -y1 = 


1-12 

( x - x ) 
x1 - x2) 


சமன்பாடு , (3 ) -- ஐ இதில் பிரதியிடின் , நாணின் சமன்பாடு , 

b ( x + x2 ) 
-y1 = - 

(x - x ] } 
a ( y1 + } 2 ) 

( 4 ) 
என்றாகும் . 
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Q (xp > yz ) புள்ளி P ( x1 + y1 ) புள்ளியுடன் நெருங்கி , முடிவில் 
அதனுடன் பொருந்தும்போ PQ என்ற நாண் P(xy , y1 ) புள்ளி 
யிடத்துத் தொடுகோடாகும் . 





சமன்பாடு ( 4 ) -இல், x2 = x ; > yz = y | எனப் பிரதியிடின் , 
P யிடத்துத் தொடுகோடு , 


-y : = - 


( x - x1 ) 


( அ - து) 


} y1--11 


( 2 ) 


( அ - து ) 


+ 


P 1 
12 


( சமன் பாடு ( 1 ) ] 


. 


P ( x1 , ) ; ) புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு 


XX / 
a2 


+ 


yy1 | 


1 


7.12 . 1 = mx + aeme + b ? தொடுகோடு 


1 


52 


நீள் வட்டத்தைத் தொடும் புள்ளி 


y = mx = { am?-|-b2 


1 


(1) 
(2) 


12 


12 
52 


42 + 


.. 


கோடு ( 1 ) , நீள் வட்டம் ( 2 )-ஐத் தொடும் புள்ளி ( xx , } | ) 
எனின் , அப்புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு , 


XX1_ 

+ 


yy1 . 


(3) 


12 


சமன்பாடுகள் ( 1 ) , ( 3 ) ஒரே நேர்க் கோட்டைக் குறிக்கும் . 


த 


X1 
ar 


= 


1 
Varme + 12 


XI 


--um 
Va m +2 


52 
a ? m2+ 2 
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= 1 - ஐத் 


52 


எனவே , y = mx + vam2 + 22 தொடு கோடு + 
தொடும் புள்ளி , 

) . 
yan3 + 12 Vazma -+ h " 


+ 12 


இம் புள்ளி , ( 


7 • 13 . குறித்த ஒரு புள்ளியிலிருந்து நீன்வட்டத்திற்கு இரு தொடு 

கோடுகள் வரையக் கூடும் 


குறித்த புள்ளி ( x 1 , } 1 ) எனவும் , 
நீள்வட்டம் 

12 
--- = 1 எனவும் கொள்வோம் . 


2 


நீள் வட்டத்தின் தொடுகோடு , 

y = inx + Vam2 -- h ? 


இது {xy , y ] ) புள்ளி வழிச் செல்லின் , 

11 = mx1 - Va m + 62 


. 


( 11-11.x1 ) 2 = 


a2m2 + b2 . 


( அ - து ) 


m ? (x 2 - a ) - 2x | yum + (y1 - b ) = 0 ... ( 2 ) 


இது 11- இல் இருபடிச் சமன்பாடாதலின் , 7 - இன் இரு மதிப் 
புக்கள் 1m , n , எனக் கொள்வோம் . 


இவைகளை ( 1 ) -இல் பிரதியிடின் , 

} = zx + varmy + b , 

y = mgx + varm , " + be , 
என்ற இரு தொடுகோடுகள் கிடைக்கப் பெறும் . 

எனவே , ( x1 , y1 ) என்ற குறித்த புள்ளியிலிருந்து நீள் வட்டத் 
திற்கு இரு தொடுகோடுகள் வரையக் கூடும் . 


42 


7-14 . 

நீள் வட்டத்திற்கு ( x1 , y1 ) புள்ளி 
யிடத்துச் செங்கோடு 
( x1 , y1 ) புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு , 


.XX ) 
ae 


yy1 

- 1 = 0 . 
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11 
42 


இதன் சரிவு 


h 


எனவே , செங்கோட்டின் சரிவு , 


a y1 
bFx1 


f 111 ] ing = 


எனவே , ( x ) , 11 ) புள்ளியிடத்துச் செங்கோடு , 


1 ) 

( r -- X ) 


( அ- து) bexy - b2x } } | = a xy1_a xy | 


. 


a xy1_byx ) 


= { a - b " ) x1y1 


a23 


pa 


எனவே , 


+ 


நீள் வட்டத்தின் [ x ] , y1 ) 


2 


புள்ளியிடத்துச் செங்கோடு , 

ax 


மாதிரி 3 : 3x2 + 7y " = 115 நீள் வட்டத்தின் ( 1 , 4 ) 
புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு , செங்கோடு காண்க . 


+ 


1 


x 
115 
3 


y 
115 
7 


( 1 , 4 ) புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு , 


1.4 


x.1 
1151 


1 


115 
7 


( அ- து ) 


3x + 28y -- 115 


24f 


நீள் வட்டம் 


செங்கோட்டின் சமன்பாடு 


28x - 3y = k . 


28-12 = k 


இது { 1 , 4) வழிச் செல்லின் 





k = 18 


எனவே , ( 1 , 4 ) புள்ளியிடத்துச் செங்கோடு 

2.8x - 3y - 16 = 0 . 


12 


+ 


மாதிரி 4 : 

= 1 நீள் வட்டத்திற்கு வரையப்படும் 
இரு தொடுகோடுகள் தம்முள் செங்குத்தாக P புள்ளியில் 
வெட்டினால் , P- யின் இயங்கு வழிக் காண்க . 





+ 


* 


நீள் வட்டத்திற்கு வரையும் இரு தொடு 
கோடுகள் தம்முள் P { x1 , 11 )-இல் வெட்டுகின்றன எனக் கொள் 
வோம் . 


F ] / fre , எனில் , 


நீள் வட்டத்திற்கு வரையப்படும் தொடுகோடுகளின் சரிவுகள் 
அவைகள் 

பின் வரும் சமன்பாட்டிலிருந்து 
கிடைக்கப் பெறும் . ( பத்தி 7 • 13 ) . 


m " ( X 


-a } - 2x1 1 1 1 + { y , ? - h2 } = 0 . 


11 


2 --- 


F 1mg = தீர்வுகளின் பெருக்குத்தொகை 


தொடுகோடுகள் தம்முள் செங்குத்தெனில் , 111 ms = 


1 . 


} 12--2 
X | 2 --a 


1 


(அ - து ) 


x ? -- a + y1 _ be = 0 


x12 + 1 , 2 


= 1 + 22. 


எனவே , P(x1 , y1 ) புள்ளியின் இயங்கு வழி 

x2 + y " = a + b3 . 


இஃது ஒரு வட்டமாகும் . இதன் மையம் ( 0 , 0 ) ; ஆரம் = 

va, 

+23 , 
இவ்வட்டம் குத்துத் தொடுகோடு வட்டம் (( director circle ) 
எனப்படும் . 

ப . வ . - 16 
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குறிப்பு : பரவளை வின் குத்துத் தொடுகோடு வட்டம் அதன் 
இயக்கு வரையாகும் . 


Q2 


மாதிரி 5 ; Ix - my + n = 0 கோடு , + 

1 
52 

நீள் 
வட்டத்தின் தொடுகோடெனில் , தொடு புள்ளியைக் காண்க . 


தொடு புள்ளி ( x ) = } } ) எனக் கொள்வோம் . 


(x ] y ; ) புள்ளிடத்துத்தொடுகோடு , 


XXT 


i 


1 


- 

2 


கொடுத்துள்ள கோடு /x + #lly + !! = 0 


( 2 ) 


சமன்பாடுகள் ( 1 ) , ( 2 ) ஒரே நேர்க்கோட்டைக் குறிக்கு 
மாதலின் , 


1 


} | 
inb2 


la 


( அ - து ) x 


* 


2 


12 


* தொடுபுள்ளி , ( * , --* " ) 


12 


x2 
மாதிரி 5 { a ) : lx + my - | - } } = 0 கோடு , 

= 1 

an 
நீள் வட்டத்தின் தொடுகோடாவதற்குத் தேவையான கட்டுப் 
பாடு யாது ? 


lx + inty + 1 = 0 


ப 


(1) 


1 


19 


1 


11 


{ 1 ) - இலிருந்து } = 


- 


X | 


111 


112 
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* 


பத்தி 7.10 - இன்படி தேவையான கட்டுப்பாடு , 

2 


( - + ) - 4 (- - ) + 


+ b " 


[ : c " = arr2 + b ) 


( அ - து ) 112 = 2212 + be / n ? , 


2 


2 ? 


மாதிரி 6 : -- = 1 

நீள் வட்டத்தின் தொடுகோடு 
களுக்கு , அதன் மையத்திலிருந்து வரையும் 2 செங்குத்துக்கோடு 
கள்தம் அடிப்புள்ளிகளின் இயங்கு வழிக் காண்க . 


தொடுகோடு , y = ! TIX -- M{ ain + 6 ? 


( 1 ) -க்குச் செங்குத்தாக மையம் ( ஆதி ) வழிச்செல்லும் கோடு , 
1 

( 2 ) 


17/ 


மையத்திலிருந்து தொடுகோட்டிற்கு வரையும் செங்குத்துக் 
கோட்டின் அடிப்புள்ளி , ( x + y ) எனின் , அப் புள்ளி சமன்பாடு 
கள் ( 1 ) , { 2 )- இல் பொருந்தும் . 


ஃ y = F# 1.X1 + Va"f?!" -- be 


( 8 ) 


1 


11 


X1 


இச் சமன்பாடுகளில் 171 - ஐ நீக்கின் ( 31+ 11)-இன் இயங்கு வழி 
கிடைக்கப்பெறும் . 


( 4 ) -இலிருந்து 


* 1 
91 


இதை ( 3 ) - இல் பிரதியிடின் , 


* 1x1 + 


* 1 


11 


2 


-F12 


( அ - து ) 11 + x1 * 


- 


V arx - 


2 


-- by 


, 


( xx + y ** 
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எனவே , ( x , y ) புள்ளியின் இயங்கு வழி 

(x2 + y - = ax2 + by . 


2 


மாதிரி 7 : 

= 1 நீள் வட்டத்தின் குவியங் 
களிலிருந்து அதன் தொடுகோட்டிற்கு வரையும் செங்குத்துக் 
கோடுகள் தம் பெருக்குத் தொகை 5 எனவும் . இச் செங்குத்துக் 
கோடுகளின் அடிப்புள்ளிகள் தம் இயங்குவழி x + y = a " எனவும் 
நிறுவுக . 


தொடுகோடு , ; -mx + Varm --62 
P = S { ae , 0 )-த்திலிருந்து வரையும் செங்குத்துக் கோட்டின் நீளம் 

--Imae- Varime -- 52 

1 + n 


ps = S { - de , 0 ) -த்திலிருந்து வரையும் செங்குத்துக் கோட்டின் 

Va m +2 
Vi + m 


False - 


நீளம் 


P1Y} , = 


- { mae- + vam2 --62 ) ( inlae - m2 + * 

VI + m2 


( meare - n - h2 

1 + m . 


ami { 1 - e ) + b " 


#nt b + 2 

1 -- m 


b * ( 1 + m ) 

1 +n 


செங்குத்துக் கோடுகளின் பெருக்குத்தொகை b . 


மேலும் , ( 1 ) -க்குச் செங்குத்தாக S (ae , 0 ) வழிச் செல்லும் 
கோடு , 


y = - 


1 

( x - ne ) . 
r | 


( அ - து ) x + inty = ae 


( 3 ) 
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தொடுகோடு ( 1 ) -ம் , அதற்குச் செங்குத்தாக S { ae, 0 ) -த்தி 
லிருந்து வரையும் கோடு ( 2 ) -ம் தம்முள் (x ) , y1 ) புள்ளியில் 
வெட்டினால் , 
y = mx1 + vaim2 + 52 

( 3 ) 


--- 


X1 | vy1 = ae 


( 4) 


நீக்கின் 


சமன் பாடுகள் ( 3 ) , ( 4 )-இலிருந்து ( x , y ) - ஐ 
(x ] , y1 ) புள்ளியின் இயங்கு வழி கிடைக்கப் பெறும் . 


சமன்பாடுகள் ( 3 ) , ( 4 )-ஐ வர்க்கப்படுத்திக் கூட்ட , 

( y1-111X1 ) + (x + iiy : ) a m2 + b? + care . 
y1 " + 12x1 - 2m.xy1 + x ] * + m y + 2mx1y1 

= arm3 + h ? + a e?, 
( அ - து ) (x2 + y } ) + m ( xx 3 + y1- ) 

= a m + a ( 1 - e ) + are . 
( அ - து) (x2 + y12) ( 1 + m ) = a ( 1 + m ). 

x 2 + y ? = a . 
எனவே , ( x , y1 ) புள்ளியின் இயங்கு வழி , 

x2 + y = a2 . 





7.15 . 

துணை வட்டம் ( Auxilary Circle ) , துணை வட்டக் கோணம் 
( Eccentric Angle ) 


A 


N 


A 


படம் 66 . 
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-- 


நீள் வட்டம் 

= 1 - இன் பேரச்சை விட்டமாகக் 
கொண்ட வட்டம் அதன் துணை வட்டம் ( auxilary circle ) எனப் 
படும் . 


நீள் வட்டத்தின் மீது யாதேனும் ஒரு புள்ளி P எனின் , P-யின் 
குத்தாயமான ( ordinate ) NP- ஐ நீட்ட , அது துணை வட்டத்தை 
--வில் வெட்டுகிறது . LQCN = 0 எனின் , கோணம் 9 , P 
புள்ளியின் துணைவட்டக் கோணம் (eccentric angle ) எனப்படும் . 
P, Q புள்ளிகள் ஒத்த புள்ளிகள் (corresponding points ) எனப்படு 


கின்றன , 


Q புள்ளியின் ஆயத்தொலைகள் ( CN , NQ ] 
(அ - து ) ( a cos 9 , a sin a ) . 


P புள்ளியின் ஆயத்தொலைகள் ( CN, NP ) . 


இப்புள்ளி 


+ 


a ? 


= 1 - இன் மீதுள்ளதால் 


Npe 


CN2 
( 2 ) 

+ 


( அ-து ) 


NP2 = 1 


* ( 1- =" 3 " ) 


= be sin " 9 . 


NP = = b sin a 


எனவே , P- யின் ஆயத்தொலைகள் ( 4 cos G , b sin 9] , 


+ 


நீள் வட்டம் 

= 1 மீதமையும் எந்த ஒரு புள்ளி 
யும் ( a cos a , b sin (a ) வடிவில் ஆயத்தொலைகள் கொண்டிருக்கும் . 
எனவே , இதை நீள் வட்டத்தின் துணை அலகாகக் கொள்ளலாம் . 
சுருக்கமாக , இப்புள்ளி 9 எனப்படும் . 


7-16 . நீன் வட்டத்தின் மீதுள்ள G , , புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் 

நாணின் சமன்பாடு 


12 


நீள் வட்டம் 


+ 
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இதன் மீதுள்ள P ( G ) , Q ( ¢) புள்ளிகளின் ஆயத் தொலைகள் , 

( a cos ) , 5 sin G ) , { a cos , b sin ) 


நாண் PO-வின் சமன்பாடு , 

- sin a x - cos 9 ) 
b sin g - b 

sin ? a cos 9 - a cos ? 


= 


( அ -து ) y - b sin a 


b ( sin 8 -- sin - 

( x -- a cos ) 
a { cus9 - cos 2 ) 


0-4 


b.cos 


sin 


G + 
2 
9 
2 


( x- d cos 9) 


- a sin 


sin 


2 


( அ.து ) ( ) -- b sin G ) a sin 


2 


= - ( x -- a cos () b cos 


0+ - 


(அ - து ) bx cos 


+ dy sin 


2 


2 


G + 
= ab | sin () sin 

2 | 


+ cos ) cos 


* ) 


ab cos 


0 + ? 

2 


= 


0 - p 
= ab cos 

2 


இரு பக்கமும் ab- ஆல் வகுப்பின் , 

8+ 
COS + sin 

2 


9 





COS 


( 2 ) 


a 


மீ துள்ள 


எனவே , நீள் வட்டம் + 

= 1 - இன் 

da 
P ( 0 ) , Q ( P ) புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் நாண் , 
G + 

9 + - 
COS + sin 

COS 
A 2 

2 
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+ 


x2 
7.17 . நீள் வட்டம் 

தொடுகோடு 


* 


= 1 - க்கு P ( G ) புள்ளியிடத்துத் 


x2 
a | 


pa 


= 1 - இல் P ( C ) , Q ( ) புள்ளிகளைச் 


நீள் வட்டம் 
சேர்க்கும் நாண், 

9+ 
COS 

2 


y 
+ 

b 


9+ ? 

= cos 


( 1 ) 


( 


புள்ளி புள்ளியை நெருங்கி , முடிவில் அதனுடன் பொருந்தும் 
போது , PO நாண் P புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடாகும் . 


எனவே . சமன்பாடு ( 1 ) -இல் - = 9 எனப் பிரதியிடின் , 
* 0 + 9 

0 + 0 9-9 
COS + 

= COS 
. 

2 

2 


* sin 


(அ- து ) - cos 0 + 7 sin a 


= cos 0 = 1 . 


ஃ P ( 9) புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு 

cos 9 + sia 0 = 1 . 


al 


* 2 ) 


7.18 . 


+ 


= 1 நீள் வட்டத்திற்கு P ( 0) புள்ளியிடத்துச் 


a2 


செங்கோடு 


a 


+ 52 

= 1 


நீள் வட்டத்திற்கு P( G) புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு . 


cos 0 + sing 


al 


இதன் சரிவு, 


b cos 
a sin a 
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செங்கோட்டின் சரிவு , 


a sin 0 
b cos 


எனவே , P(C ) புள்ளியிடத்துச் செங்கோடு , 


y - b sin a 


- 


a sin 9( x - a cos 9 ) 
b cos ) 


by cos ( -be sin a cosa = ux sing - a sin a cos G. 


( அ - து ) 


ax sin s -- by cos ) 


- 


( a2_be ) sin a cos 9 . 


இரு பக்கமும் sin ) cos 6 - வால் வகுக்க , 


by 
sin ) 


-- 


a2 - 12 , 


cos 


எனவே , P ( C ) புள்ளியிடத்துச் செங்கோடு 


ax 
cos ) 


by 
sin 


= a - 12. 


7.19 . 6 , - புள்ளிகளிடத்துத் தொடுகோடுகள் வெட்டும் புள்ளி 


+ 


52 


நீள் வட்டத்திற்கு 6 , p புள்ளிகளிடத்துத் தொடுகோடுகள் , 


N 


cos ) + 


-sin 9 = 1 
5 


( 1 ) 


a 


X 


cos p + sin p 


1 


( 2 ) 


a 


சமன்பாடுகள் ( 1 ) , ( 2 ) -ஐ விடுவிப்பின் தொடுகோடுகள் 
வெட்டும் புள்ளி கிடைக்கப் பெறும் . 


( 1 )-ஐ sin p- யால் பெருக்க , 


* 


cos ( sin ¢ + sin a sin ? 


= 


sino 


( 3 ) 
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( 2 ) -ஐ sin ( -வால் பெருக்க , 


-cos p sin 9 + sin p sin a = sin 0 


உங்க 


( 3 ) -இலிருந்து ( 4 )-ஐக் கழிப்பின் , 


[cos a sin ¢ -sin 9 cos ] = sin s - sin () 


( அ-து ) * sin ( p_0 ) = 2 sin 


+9 9-01 
COS 

2 


2a sial 


cos 


lan7Qu 


2 sin ) 


2 


cos 


Ecos | 


( அ - து ) 


COS 


2 


0--? 


b sin 


இவ்வாறே y = 


COS 


0-2 
2 


எனவே , 0, புள்ளிகளிடத்துத் தொடுகோடுகள் வெட்டும் 
புள்ளி , 


G + 


LA COS 


b sin 


G + 

2 
9 


G - p 


COS 


COS 


2 


+ 


ha 


மாதிரி 8 : நீள் வட்டம் 

1.இன்மீது 9, - 
புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் நாண் ஒரு குவியம் வழிச் செல்லின் , 


tan 


tan 


2-1 
e + 1 


என நிறுவுக , 


2 
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8 , 9 புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் நாண் , 


G + 

2 


COS 


0+ ? = cos 


+ 


sia 


2 


இது குவியம் S ( ae , 0 ) வழிச் செல்லின் , 

G + ? 
e cos 

2 


- Cos 


9 


COS 


( அ - து ) 


2 = 


9 
COS 

2 


+ 
COS 

- COS 
2 

2 
9 p 

9 + - 
COS 

---. cos 


. 


e + 1 


2 sin 


sin 


11 


DOtel 


60ale) 


2 cos 


COS 


பி 
= tan 


tamil 


2 


மாதிரி 9 : { 9 - p ) ஒரு மாறிலியெனின் , 9 , 4 புள்ளிகளைச் 
சேர்க்கும் நாண் ஒரு நிலையான நீள் வட்டத்தின் தொடுகோடாகு 
மென நிறுவுக . 


0 , புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் நாண் , 


* 0+ 

COS 
1 


+ 


sin 


= Cos 


b 


9 


2c ( மாறிலி ) எனில் , 


X 


G + - 


COS 


+ 


sin 


= COSC. 


( 


5 
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9 + p = 2 / எனின் , 


cosy + / siny = cosc 


(அ.து ) 


cos + + 
a cosc 


] 

sini = 1 . 
b cosc 


y2 


x2 
இக்கோடு 

+ 

as cos2 c 
"வட்டத்தைத் தொடும் . 


b * cos c 


= 1 என்ற நிலையான நீள் 


+ 

52 


மாதிரி 10 : 

1 நீள் வட்டத்தின் P புள்ளிக்கு 
அதன் துணை வட்டத்தின் Q புள்ளி ஒத்த புள்ளி எனில் , 
இவ்விரு புள்ளிகளிடத்துச் செங்கோடுகள் வெட்டும் புள்ளியின் 
இயங்கு வழிக் காண்க . 


P , Q புள்ளிகள் ஒத்த புள்ளிகளெனில் , அவைகளின் ஆயத் 
தொலைகள் முறையே , 


( a cos g , b sin g ), ( a cos 9 , a sin g) ஆகும் . 


நீள் வட்டம் 


1 - க்கு P யிடத்துச் செங்கோடு , 


52) 


by 
sin 9 


- 


cos 


துணைவட்டம் x + y * = d - க்கு .- விடத்துச் செங்கோடு , 


ע 


x 
cos 


- 


0 


( 2 ) 


sin 9 


இரண்டும் வெட்டும் புள்ளிகள் R (x1 , 11 ) எனின் . 
ax1 by . 

ar -- h2 
cos sing 


( 3 ) 


1 
sing 


( 4 ) 


80s 9 


சமன்பாடுகள் ( 3 ) , ( 4 )-இல் 9 - வை நீக்கினால் R- இன் இயங்கு 
வழி கிடைக்கப்பெறும் . 


நீள் வட்டம் 


( 4 )-இலிருந்து 

cos 


11 
sin 


, 


cos ) 


+1 


sin 0 = 

= 

Vx + 


இம் மதிப்புக்களை ( 3 ) -இல் பிரதியிடின் , 
TIX ] 

by 
Vx + y12 - V 


2 


+ " - a2 - 2 , 


(அ-து ) 


{ a - b ) x 2 + y " 


a2 - 2 


இருபக்கமும் வர்க்கப்படுத்த , 

( a - l ) ( 11" + y12 ) = {a - h ) , 


எனவே , R ( x1 , y 1 ) புள்ளியின் இயங்கு வழி , 

a - 52 1 2 
x "+2 

ti - b 


( 


( அ-து ) 


x + } " = ( a + b ) 2 . 


மாதிரி 11 : Ix + my + n = 0 அல்லது x coso + ysin d = p 
எனும் கோடு 

1 நீள் வட்டத்தின் செங்கோடாக 
அமையத் தேவையான கட்டுப்பாடு காண்க . 


42 


x cos c + y sin c ! - n = 0 


நீள் வட்டத்திற்கு 9 புள்ளியிடத்துச் 
கொள்வோம் . 


செங்கோடு எனக் 


6 புள்ளியிடத்துச் செங்கோடு , 


Cix 


by 
sin 9 


{r2 - 52 


cos G 


( 2 ) 


சமன்பாடுகள் ( 1 ) , ( 2 ) ஒரே நேர்க்கோட்டைக் குறிக்கும் . 
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COS o 


P 


sin 

-- 
sin 


( 2 ) 


cos S 


cos cosa 

a 


sin 9 sind 

5 


P 
a ?-- 


எனவே , 


cos 


sin 0 


( a - h ) cos 

--bp 
{ -b ) sin d 
1 = cos - 0 + sing 





( * - * cosed ( a _12) sind 
( a - b2 ) : 

( 3 ) 
sinc 


cosd 


x -- }}}y + } = 0 செங்கோடெனில் , 

I = cos d . 132 = sind , 11 = - p . 


எனவே கட்டுப்பாடு ( 3 ) 

(a - 12 2 


+ 


என்றாகும் . 


1 . 


பயிற்சி 7.1 . 
ஒரு நீள் வட்டத்தின் குவியம் ( 3 , - 1 ) , ஒத்த இயக்கு 

1 
வரை x --- y + 16 = 0 , மையத் தொலை விகிதம் 

2 
எனில் , அதன் சமன்பாடு காண்க . 
ஒரு நீள் வட்டத்தின் குவியம் ( 1 , 2) . ஒத்த இயக்கு 
வரை 2x --3y + 8 = 0 , மையத் தொலை விகிதம் 
* எனின் அதன் சமன்பாடு காண்க . 


2 . 


ஒரு நீள் வட்டத்தின் குவியம் ( 4 , 0 ) , ஒத்த இயக்கு 

4 
வரை 4x – 25 = 0 , மையத் தொலை விகிதம் எனின் 

5 
அதன் சமன்பாடு காண்க . 


நீள் வட்டம் 
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4. ஆயங்களை அச்சுக்களாகக் கொண்ட ஒரு நீள் வட்டத்தின் 
V 15 

15 

மையத்தொலை 
18 

18| 


விகிதம் 5 


எனின் , நீள் வட்டத்தின் சமன்பாடு காண்க . 


5. கீழ்க்காணும் நீள் வட்டங்களின் சமன்பாடுகளிலிருந்து , 

அவைகளின் மையத்தொலை விகிதம் , குவியம் செவ் 
வகலம் காண்க . 


( j ) 4 ( x - 1 ) 2 + y = 4 
( ii) 9.x2 + 25y - 13x ... 100y - 118 = 0 
( iii ) 4x " + 9y ” + 8x + 36y -- 4 = ( ) . 
( iv ) (x - 1 } : + 9 ( 1-2 ) 2 = 36 . 


8. 9.x2 + 16y = 144 நீள் வட்டத்திற்கு ( 0 , 3 ) புள்ளி 

யிடத்து வரையும் தொடுகோட்டின் சமன்பாடு காண்க . 


1 


12 
-- 

= 1 நீள் வட்டத்து முனைகளான A , A 
புள்ளிகளிடத்துக் தொடுகோடுகளை P புள்ளியிடத்து 
வரையும் தொடுகோடு Q , R புள்ளிகளில் சந்திப்பின் , 
A ) .A R = 52 என நிறுவுக . 


1 


8 . 


நீள் வட்டத்திற்குக் குவியங்கள் , 
முனைகள் , 

மையம் இவைகளிலிருந்து வரையும் செங் 
குத்துக் கோடுகளின் நீளங்கள் முறையே ! , I ; m , m ; e 
எனின் , 1 / - e = e { fin --e ) என நிறுவுக . 
ஒரு நீள் வட்டத்து PQ நாண் நீள் வட்டத்தின் மையத் 
தில் ஏற்கும் கோணம் 80 ° எனின் , P. Q புள்ளிகளிடத்துத் 
தொடுகோடுகள் வெட்டும் புள்ளிகள் தம் இயங்கு வழி , 

1 

1 
a 

என நிறுவுக . 


+ 


+ 


a4| 


10 . 


ஒரு நீள் வட்டத்துக் குவிய நாணின் முனைகளின் துணை 


வட்டக் 


கோணங்கள் 


எனின் 


COS 


2 


G + 
= e cos 

2 


என நிறுவுக . 
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11 . 


x2 
a2 + 

= 1 நீள் வட்டத்தில் 0 , - புள்ளிகளைச் 
சேர்க்கும் நாண் ( a , 0 ) புள்ளியில் ஏற்கும் கோணம் 

52 
80 ° எனின் tan tan 

என நிறுவுக . 
2 


y 


12 . 


உ 


x2 
+ 

நீள் வட்டத்தில் 
14 

9 புள்ளியிடத்துச் 
செங்கோடு நீள் வட்டத்தை மீண்டும் 2 ( கோணத்தில் 
வெட்டினால் , cos 9 

என நிறுவுக . 
3 


--- 


13. அச்சுக்களுடன் சமகோணத்தை ஏற்கும் நீள் வட்டத்தின் 
செங்கோடு , அச்சுக்களுடன் அமைக்கும் முக்கோணத்தின் 

( a -- b " ) 
பரப்பு 

என நிறுவுக . 
2 ( a + b ) 


14 . 


+ 


பட் 

= 1 நீள் வட்டத்திற்கு P புள்ளியிடத்துச் 
செங்கோடு சிற்றச்சை Q புள்ளியில் சந்திக்கிறது . S. S 
குவியங்களெனின் , PQ -SQ = SP.SP என நிறுவுக . 


15. ஒரு நீள் வட்டத்தின் செங்கோட்டு நாண் பேரச்சுடன் 

பிறப்பிக்கும் கோணம் 45 ° எனின் , அந்நாணின் நீளம் 
4 / 2 a252 

என நிறுவுக . 


16 . 


P , Q என்பவை , நீள் வட்டம் , அதன் துணை வட்டம் 
ஆகியவைகள் மீதுள்ள ஒத்த புள்ளிகள் C நீள் வட்ட 
மையம் . CQ - 52750T நீட்டல் x2 + y = 4 (a + b ) 
வட்டத்தை R- இல் 

சந்திக்குமெனின் , PR கோடு 
+ 

( 26 + a ) ? 
( 2a + by 

நீள் வட்டத்தின் செங் 

9 . 
கோடு என நிறுவுக . 


17 . 


ஒரு நீள் வட்டத்தினுள் வரையப்படும் ஒரு நாற்கரத்தின் 
மூன்று பக்கங்கள் பேரச்சுடன் நிலைத்த கோணங்களைப் 
பிறப்பிக்கும் எனின் , நான்காவது பக்கமும் அதனுடன் 
நிலைத்த கோணம் பிறப்பிக்கும் என நிறுவுக . 


18 . 


S , S என்ற ஒரு நீள் வட்டத்தின் குவியங்கள் , நீள் 
வட்டத்தின் மீதுள்ள P என்ற யாதேனும் ஒரு புள்ளி 
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யுடன் அமைக்கும் PSS என்ற முக்கோணத்தின் உள் 
வட்ட மையத்தின் இயங்கு வழி மற்றொரு நீள் வட்டம் 
என நிறுவுக . 


19 . 


+ 


= 1 நீள் வட்டத்தின் தொடுகோடு ஆயங் 
களுடன் ஏற்படுத்தும் வெட்டுத் துண்டுகள் 11 , 1 , எனின் , 
+ 

-- 1 என நிறுவுக . 


x" 


20 . 


= 


- 


+ 

1 நீள் வட்டத்தின் தொடுகோடு 
ஆயங்களை P , Q புள்ளிகளில் வெட்டினால் , PQ-வின் நடுப் 
புள்ளியின் இயங்கு வழி யாது ? 


21 . 


+ 


a 


x cos d + ysind = p , நீள் வட்டம் 

= 1 

b2 
தொடுகோடெனின் , pe = arcos + b sined 
நிறுவுக . 


என 


2 


a?2 + 


22. x - y : = a - b வளை விலிருந்து 

= 1 நீள் 

- 
வட்டத்திற்கு வரையும் தொடுகோடுகள் ஆயத்துடன் 
நிரப்புக் கோணங்கள் (complementary angles ! பிறப் 
பிக்கும் என நிறுவுக . 


23 . 


+ 


நீள் வட்டத்தின் செவ்வகலம் தன் 
நுனியிடத்துச் செங்கோடு , பேரச்சை ( ue , 0 ) புள்ளியில் 
சந்திக்கும் என நிறுவுக . இச் செங்கோடு சிற்றச்சின் 
நுனிவழிச் செல்லின் e * + e * = 1 என நிறுவுக . 


24 . 


12 
a2 | 


+ 

= 1 நீள் வட்டத்தின் பேரச்சில் P புள்ளியி 
லிருந்து நீள் வட்டம் , அதன் துணை வட்டம் ஆகியவை 
களுக்கு வரையும் தொடுகோடுகள் அவைகளை . , R 
புள்ளிகளில் தொடுமெனின் , QR கோடு பேரச்சிற்குச் 
செங்குத்தாய் அமையும் என நிறுவுக . 


25 . + 

= 1 நீள் வட்டத்தில் d , 3 புள்ளிகளைச் 
as 
சேர்க்கும் நாண் பேரச்சை ( d, 0 ) புள்ளியில் சந்திக்கு 
மெனின் , 

d B d - a 
tan tan 

என நிறுவுக . 

2 
ப.வ. - 17 . 


- 


+ a 
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விடைகள் 


1 . 7x2 + 2xy + Ty 80x + 48y 176 = 0 . 

4 
2. ( x + y2 - 2x - 4y + 5 ) 3 

( 2x 3y + 6 ) . 

13 
8 . 9x " + 25 ) 225 . 

9x2 + 4y 38 . 
1 1 

9 
1 , + 13 ; ( ii ) 

. 
( +5 , 2) , 

5 
5 

8 
( = V5- ) , -2 ) , 

31 

; ( iv ) 


3 , ( 1 + / 2 , 2), 


. 


a2 


6. y - 3 = 0 . 


20 . 


3 


+ 

= 4 . 
y 


7-20 . நீள் வட்டத்தின் பண்புகள் ( Properties ) 

ஒரு நீன் வட்டத்திற்கு P புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடும் , 
செங்கோடும் அப்புள்ளியின் குவியத் தூரங்களுக்கிடையேயுள்ள 
கோணத்தின் சமவெட்டிகள கும் . 


1 . 


- 


GS 


படம் 67 


நீள் வட்டம் 


52 


P {x1 , 1 ) புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடும் செங்கோடும் , 
x ஆயத்தை முறையே T. G புள்ளிகளில் வெட்டுகின் றன எனக் 
கொள்வோம் . 


P புள்ளியிடத்துச் செங்கோடு 

by 
11 

31 
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G- யின் ஆயத்தொலை பூச்சியமெனில் , சமன்பாடு ( 1 ) .- இல் 

எனப் பிரதியீடின் , x = [ a : _b- ) * 


ay 


( as - b* )x }, 


எனவே , ( -யின் ஆயத்தொலைகள் 


0 


( அ - து ) 


[ e ] , 0 ] . 


S , S குவியங்களெனில் அவைகளின் ஆயத் தொலைகள் 

( ae , 0 ) , ( -ae , 0 ) . 


S G = S C + CG = de + ex = e ( xle + d ) . 


GS = CS - CG = ae - 


e2 - x1 = de - ex1 == e (a --exy ) . 


S P = a + ex1 


( பத்தி 7-8 ) 


SP = 1 - EX ] 


[ பத்தி 7.8 ] , 


. 


Sp 
SP 


GS 


எனவே , P புள்ளியிடத்துச் செங்கோடு PG- யும் , P புள்ளியி 


டத்துத் தொடுகோடு PT- யும் S PS- இன் இருசமவெட்டிகளாகும் . 

[ : PG_I PT ) 


2 . குவிய நாணின் நுனிகளிடத்துத் தொடுகோடுகள் இயக்கு 
வரையின் மீது சந்திக்கும் . 


" 


+ 


= 1 நீள்வட்டத்தில் , 


, புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் கோடு 

G + 9 } 

+ 
2 


9+ 


COS 


si./ 


0 
- COS 


இக் கோடு குவிய நாண் எனில் , S{ce , 0 ) என்ற குவியம் 
வழிச் செல்லும் . 


அ 


B 


9 


e cos 


= cos 
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9 , புள்ளிகளிடத்துத் தொடுகோடுகள் 

cos 0 + sin a = 1 


X | 


X 


cos ) + 


sin Q = 1 
b 


( 3 ) 


a 


இவ்விரு தொடுகோடுகளும் வெட்டும் புள்ளி 
G + 9 

0+ - 
COS 

sin 

2 
b 
9 

8 
COS 

COS 
2 ) 


ou!la 


T 


( பத்தி 7-19 ) 


COS 


Q. COS 


. 


G + 

2 
9 - 
COS 

2 


உ 

9 + 4 
e cos 


[ ( 1 ] 


என்ற 
எனவே , தொடுகோடுகள் வெட்டும் புள்ளி 

2 
இயக்கு வரையின் மீதமையும் . 

3. நீள் வட்டத்திற்கு P புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு 
போச்சை 1 புள்ளியிலும் , சிற்றச்சை T புள்ளியிலும் வெட்டுகிறது . 
P- யிலிருந்து அச்சுக்களுக்கு வரையப்படும் செங்குத்துக் கோடு 
கள் தம் அடிப் புள்ளிகள் N, N எனின் , 

(j ) CN.CT = ar 
(ii ) CN .CT = 5 " ஆகும் . 


Ni 


N 


படம் 68 . 
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p 


+ 


ஆயத் 


நீள் வட்டம் 

எனவும் , P. யின் 
தொலைகள் ( cos9 , 5 six G எனவும் கொள்வோம் . 


P புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு 

* 

cosG + sill 3 
4 

h 


T புள்ளியின் y ஆயத்தொலை பூச்சியமாதலின் சமன்பாடு 
( y ) -யில் , y = 0. எனப் பிரதியிடின் . 


ஆகும் . 
CosG 


( T 


T புள்ளியின் ஆயத்தொலைகள் 


0 


cos 0 


T புள்ளியின் x ஆயத்தொலை பூச்சியமாதலின் , சமன்பாடு 
( 1 ) -இல் x = 0 எனப்பிரதியிடின் , 

5 
sino 

ஆகும் , 


T புள்ளியின் ஆயத்தொலைகள் 


0 , 


sin 


எனவே , GN.CT = a cos 9 . 

cos 


CN .CT = b sin ) . 


= 


sing 


4. நீள் வட்டத்தின் மீதுள்ள யாதேனும் ஒரு புள்ளி 
P- யிலிருந்து போச்சுக்கு வரையும் செங்குத்துக்கோட்டின் 
அடிப்புள்ளி N. A , A புள்ளிகள் பேரச்சின் நுனிகளெனின் , 

PN2 
A N.NA 

என நிறுவுக . 


P 


A 


c 


N 


படம் 88 {a ) 
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P புள்ளியின் ஆயத்தொலைகள் ( CN, NP) . P புள்ளி நீள் 

* 
வட்டம் 

= 1 - இன் மீதமைவதால் , 


CN2 


NP2 
+ 


= 1 . 


NP2 


CN ? 


. 


CN2 
2 


CA2 - CN2 


( CA - CN)( CA -- CN ) 


a 


A N - NA 


- 


( 2 ) 


PN2 | 
A N.NA 


- 


a 


5. நீள் வட்டத்தின் P புள்ளியிடத்துச் செங்கோடு பேரச்சை 
யும் , சிற்றச்சையும் முறையே G. G புள்ளிகளில் சந்திக்கிறது . - 
நீள் வட்ட மையம் C- யிலிருந்து இச்செங்கோட்டிற்கு வரையும் 
செங்குத்துக் கோட்டின் அடிப்புள்ளி ( எனின் , 


PQ.PG = a 


PQ.PG = b2 


என்றாகும் . 


படம் 89 . 
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நீள் வட்டம் 

1 

எனவும் , P புள்ளியின் ஆயத் 
தொலைகள் ( a cos (G , b sila G ) எனவும் கொள்வோம் . 


P புள்ளியிடத்துச் செங்கோடு 


( 1 ) 


cos 9 


= --52 
sing 


G புள்ளியின் y ஆயத்தொலை பூச்சியமாதலின் , சமன் பாடு 
( 1 ,-இல் y = 0 எனப் பிரதியிடின் . 


{ a - 153 ) cos 9 


எனவே , G-யின் ஆயத்தொலைகள் 


cos 9. 0 


G புள்ளியின் X ஆயத்தொலை பூச்சியமாதலின் சமன் பாடு 
( 1 } -இல் x = 0 எனின் , 


-- 


sing . 


G -யின் ஆயத்தொலைகள் 


0 , 


sin ) 


5 


P புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு 


1 


cos 0 + 


Sin 9 = 


1 


( 2 ) 


PO = CM = C( 0 , 0 )-த்திலிருந்து கோடு { 2 )-க்கு வரையும் 
செங்குத்துக் கோட்டின் நீளம் 


1 


ab 
{ becosa ) + a sing 


cos 9 


sin " G 


WM 


+ 


PG = 


M { 


a cos O 


cos 


> o } * + b ? sin a 


. 


52cos 0 

LA 


+ besina 
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b 
Vb cos G + a sin 9 


PG = 


V { n"cos 


a cos 0 + 


a2-52 
bsin G ++ 

sino 
b 


] } 


V 


a*aus"e + ( 3 ) ] 


b 


= 


becos - g + a sinaa . 


a 


cab 


a 





PQ.PG = 

Vs cosag +a sing 


Vb cos2g + a sing 


6 


b 


PQ.PG 


) 


ab 
Vbecose + asing 


ev5°cos 0 + a sino 


7-21 . தொடுகோட்டடி (Subtangent ) , 

normal ) 


செங்கோட்டடி (Sub 


நீள்வட்டம் * 


+ 
52 

= 1 எனவும் , அதன் மீதுள்ள P 
புள்ளியின் ஆயத்தொலைகள் ( x . y1 ) எனவும் கொள்க , 
P.யிடத்துத் தொடுகோடும் , செங்கோடும் x ஆயத்கை முறையே 
T , G புள்ளிகளில் சந்திக்கட்டும் . x ஆயத்திற்குச் செங்குத்தாக 
P- யிலிருந்து PN என்ற கோடு வரையவும் . 


( 


GN 


படம் 70 
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NT தொடுகோட்டடி {subtangent ) , GN வரை செங்கோட்டடி 
{ subnormal ) எனப்படும் . 


P புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு 


y1 
+ 

be 


1 


( 1 ) 


a 


T புள்ளியின் y ஆயத்தொலை பூச்சியமாதலின் , சமன்பாடு 
( 1 )-இல் , y = 0 எனப் பிரதியிடின் , 


என்றாகும் . 


x | 


எனவே , T- யின் ஆயத்தொலைகள் 


( * ) 


P புள்ளியிடத்துச் செங்கோடு , 


a x 
X1 


V 


G புள்ளியின் y ஆயத் தொலை பூச்சியமாதலின் , சமன்பாடு 
( 2 ) -இல் , ] = 0 எனப் பிரதியிடின் , 


a - 52 
aa 

x1 ஆகும் . 


ta 


எனவே . G- யின் ஆயத்தொலைகள் 


X1 , 


0 


42 


தொடுகோட்டடி NT- யின் நீளம் 


a 


= CT - CN = 


-X1 = 


X1 


XI 


வரை செங்கோட்டடி GN- இன் நீளம் 


= CN - CG = x ) 


X ] [a - b " ) 


b2x1 


12 
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7-22 . குறித்த புள்ளியிலிருந்து நீள்வட்டத்திற்கு தான்கு செங் 
கோடுகள் வரையக் கூடும் . இச் செங்கோடுகளின் 

அடிப் 
புள்ளிகள் தம் துணை வட்டக் கோணங்களின் கூட்டுத் தொகை 
T- யின் ஒற்றை மடங்காகும் 


கொடுத்துள்ள புள்ளி (x ) , 31 ) எனக்கொள்வோம் . 
டத்திற்கு P(a cos 9 , b sia g ) புள்ளியிடத்துச் செங்கோடு 


நீள் வட் 


CEX 


by 
SHI1 9 


= 2 - ? 


cos 9 


இது ( x + y 1 ) புள்ளிவழிச் செல்லின் . 


thy , 
sino 


= a_b2 


( 2 ) 


cos 9 


(அ - து ) 


by1 


= a - 2 , 


ax ) 

G 
1 - tan ? 

2 


2 tan 

2 

9 
1 + tan 

2 


1- tan / 

2 


tan 


எனின் , 


< x ] { 1+ : 2 ) 

( 1-12 ) 


by1 ( 1 + 1 ) 


( a :-) = age . 


21 


(அ.து ) ax1( 1 -- 12 ) 2t - by1 { 1 + 12 ) {1-12) = 21(1-1 ) are2 


( அ-து ) by11 * +2( axi + aee ) 1 + 2 ( axy - are )! 

- by : = 0 


H 


இது ! -யில் நாற்படிச் சமன்பாடாதலின் , I tan 
மதிப்புக்கள் பெற்றிருக்கும் . 


1 = tan 


8 
ஆதலின் 


பி 


2 tan - 1 ( t) 


= 215 + 


tan - 1 ( t) 
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9 
எனவே , ! = tar -இன் ஒரு மதிப்புக்கு நீள் வட்டத்தில் 

9 
ஒருபுள்ளி மட்டும் கிடைக்கப் பெறும் . tan -இன் நான்கு மதிப்புக் 
களுக்கும் நீள் வட்டத்தில் நான்கு புள்ளிகள் கிடைக்கப்பெறும் . 
இவை மெய் அல்லது கற்பனைப் புள்ளிகள் ஆகும் . 


எனவே , நீள் வட்டத்திற்கு இப்புள்ளிகளிடத்து வரையும் 
செங்கோடுகள் நான்கும் ( x ) , }1 ) புள்ளி வழிச் செல்லும் . ( அ - து ) 
[ x ] > } ) ) புள்ளியிலிருந்து நீள் வட்டத்திற்கு நான்கு செங்கோடுகள் 
வரையக்கூடும் . 


6 . 
21 


1. = tan 


சமன்பாடு ( 3 )-இன் தீர்வுகள் 11 = ( ANI 
9s | 

9 . 
13 = tan 

2 , ! 4 = tan 

எனின் , 


Sr = t , + 1 , + 3 + 4 = 


- 2 ( ax --ae ) 

by : 


( 4 ) 


{ 5 ) 


--- 


S : = t le + 1118 + 1114 + ly / 3 + tz14 + 13+ 4 = 0 


S3 = fl19t3 + 1 | 1gt4 + talgi++ ! 141} = 


2 ax | _ate ) 

by 


( 6 ) 


Sq = tlyfgit = - 1 


tan 


91 

+ 


+ 


8 . 
2 


S1 – S3 
1 + S , -S . 


2 


SI - S : / 0 , 1 + S , -S , = 0 , 


. 


tan 


( 01- 01/03 + 3;)) 


01 + 02 + 03 + 04 


( அ - து ) 


= nT + 


2 


2 


( அ - து ) G ; +6 : + 6s - 04 


- 


( 2n + 1 ) * 


எனவே , அடிப்புள்ளிகளின் துணை வட்டக் கோணங்களின் கூட்டுத் 
தொகை 1 - இன் ஒற்றை மடங்காகும் . 
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7.23 . 


x2 
a ? 


+ 


நீள் வட்டத்தில் மூன்று புள்ளிகளின் 
துணைவட்டக் கோணங்கள் 91 , 99 , 63 . இப்புள்ளி 
களிடத்துச் செங்கோடுகள் ஒரு புள்ளிவழிச் செல்லின் , 
sin ( 91 + 93 ) + sin ( 02 + 09 ) + sin ( 03 + 01 ) = 0 


01.0 ,, 93 புள்ளிகளிடத்துச் செங்கோடுகள் ( x , y1 ) புள்ளி 
வழிச் செல்லின் , இப் புள்ளிவழிச் செல்லும் நான்காவது செங் 
கோட்டின் அடிப்புள்ளி 94 எனக் கொள்வோம் . 


பத்தி 7.22 - இல் சமன்பாடுகள் ( 5 ) , ( 7 ) -இன் படி , 


01 


S, = stan 


tan 


( 1 ) 


2 


தே 


S : = 


tan 


91 

tan 
2 


tan 


9 . 


tan 


9 . 

= -1 ... ( 2 ) 
2 


சமன்பாடுகள் ( 1 ) , ( 2 )-இலிருந்து 9 - ஐ நீக்கின் , 

91 8 , 9 . 63. 63 
tan tan + tan tan 
2 

2 


61 
tan 

2 


91 


93/ 


tan 


tan 


tan 


து 


tan 


+ tan 


+ tan 


2 ) - 


= 0 


2 


இதைச் சுருக்கின் , 


-- ----- * - 


= 0 . 


cose 


cos 


2 


= 0 . 


( அ - து ) 


91 

2 
6 . 6 . 
sin sin 

2 


Σ 


91 


COS 


cos 


6 , | 
2 


91 

81-99 

COS 
2 
sin a sin 9 , 


( அ - து ) - 
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( அ - து ) . 3 

cos 01 + cos 02 

sin Gisine , 


= 0 .. 


(அ - து ) 


cose1 + cose , 

singising ,, 


+ 


cosa , + cosas/ 
sing , sings 

cos93 + cos91 
+ 

sinas singi 


= 0 . 


(அ1 - து ) sings ( cose1 + cose ) + sing | ( cose : + cos93 ) , 

+ sing , ( cos93 + cos91 ) = 0 . 
sin (01 + 0 , ) + sin ( 02 + 03 ) + sin ( 0 : +91 ) = 0 . 


7.24 . ஒரு வட்டம் நீள் வட்டம் ஒன்றை தான்கு புள்ளிகளில் 
வெட்டும் . அவற்றின் 

வட்டக் கோணங்கள் தம் 
கூட்டுத் தொகை --இன் இரட்டை மடங்காகும் 


துணை 


நீள் வட்டம் 


+ 


] 2 
b2 


1 


( 1 ) 


a2 


வட்டம் x + y: + 2gx + 2fy + c = 0 


( 2 ) 


நீள் வட்டத்தில் யாதேனும் ஒரு புள்ளி (a cos G , b sin ( ) 
எனக்கொள்வோம் . 


சமன்பாடு ( 2 ) -இல் , x = a cos 8 , y = b sin a எனப்பிரதி 
யிடின் , ( 1 ) , ( 2 ) வெட்டும் புள்ளிகளின் துணை வட்டக் கோணங் 
கள் கிடைக்கப்பெறும் . 


(a cos 8 ) + ( b sin 0 2 + 2g ( a cos 9 ) + 2f ( b sin a ) + c = 0 . 
1 - tanºa 

2tan G 
( அ - து) a ? 
1 + tan 9 

1 + tan " 9 


2 


2 


( 


8 ) 


+ b2 


) 


+ 2gal 


1 - tan 0 
1 + tan 


+ 2fb 


2tan 9 
1 + tan * 0 


+ c = 0 .. 


a 
t = tan 


எனின் , 


( I ++ )* + 5 • ( = F ) 

2g ( 1 ++ ) +2/0( 1 ) + 


+ 2ga 


+ c = 0 .. 
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இதைச் சுருக்கின் , 
{ a + c - 2ag } + + 4bft3 + 2 { c + 252 - 

+ 4bft + (e + a --- 2ag) = 0 


( 3 ) 


1- யிக்கு 
இது 1 - யில் நாற்படிச் சமன்பாடாதலின் , 

மெய் 
அல்லது கற்பனை மதிப்புக்கள் நான்கு உண்டு . அவைகள் 11 , 12 , 
13. 14 எனக்கொண்டால் , அவை ஒவ்வொன்றும் ஒவ்வொரு 
புள்ளியை மட்டும் குறிக்கும் . 


எனவே , ஒரு வட்டம் நீள் வட்டம் ஒன்றை நான்கு புள்ளி 
களில் ( மெய் அல்லது கற்பனை ) வெட்டும் . 


= 


மேலும் , 

-4bf| 
S = f1-1, + is + t4 

{ 4 ) 
a + c - 2ag 

2 { c - 262 - a2 
S. = 1yle + ints + it4 + tary + t , t ; + 1st4 = . 

( 5 ) 
ta2 + c - 2ug 

-4bf 
S : = 1ylil3 + tlet ; + tatst4 + t1814 

( 6 ) 
ar + c - 2ag 


Si = lilalgt 


c + a + 2g 
a + C - 2ag 
தே G3 

- 
2 


tan 


6 
2 


+ 


S : -S : | 
1 - S, + S4 


2 


1 - S , + S4 + 0 , S. - S; = 0 . 


tan 


- (9, 

© + 9:+9 +0+ ) = 0 . 
01 + 02 + 03 + 04 


எனவே , 


== }m ( n கூட்டெண் ) 


2 


( அ - து ) 91 + 0 , + 9 , + 94 = 2Rm . 

= 1 - இன் இரட்டை மடங்கு . 


7-25 . ஒரு வட்டம் தீள் வட்டம் ஒன்றை P , Q , R , S புள்ளிகளில் 

வெட்டுகிறது . இரு புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் கோடும் , 
மற்ற இருள்ளிகளைச் சேர்க்கும் கோடும் x ஆயத்துடன் 
சமச்சாய்வு கொண்டிருக்கும் . 


E.. 
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வட்டம் x + y + 2gx + 2fy + c = 0 

( 2 ) 
வெட்டும் புள்ளிகள் P , Q , R , S எனவும் , அவைகளின் 
துணை வட்டக் கோணங்கள் 01 , 02 , 03. 94 எனவும் கொள்வோம் . 

b sin 91 - b sin 02 
PQ- வின் சரிவு 

a cos 91 - a cos 9 , 


- 


9 : +9 , 91-9 , 
2b cos | 

sin 
2 

91 + 0 , 01--62 
- 2a sin 

sin 
2 

2 ) 


5 
--- cot 


01 + 9 . 


5 


03 + 04 


இவ்வாறே RS- இன் சரிவு = 


cot 


11 


9 , 


b 
. PQ . வின் சரிவு = -- cot 

4 


* cat ( == - 9 ) 


= 


b 


8 : +9 . 


= 


cot 


RS- இன் சரிவு . 
PQ , RS கோடுகள் x ஆயத்துடன் சமச்சாய்வு கொண் 
டிருக்கும் . 


பிறிதொரு முறை : 

PQ- வின் சமன்பாடு ! x + 11tyy + n = 01 
RS- இன் சமன்பாடு 19x + nyy + 17 , = 0 , 


( 1 ) 


( 2 ) 


நீள்வட்டம் 

2 ) 

+ 
எனக் கொள்வோம் . 


( 1 ) , ( 2 ) வெட்டும் புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் வளைவின் 
சமன்பாடு 

+ 

b2 )} } } {{ x + y + n ) , x + xy + n ) = 0 
xy- யின் கெழு பூச்சியமெனில் , இஃது ஒரு வட்டமாகும் . 


( 


-1 
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A { lym , + lymy ) = 0 . 


A + 0 , 





1 , 1179 + 1zw 


- 


0 


( அ - து ) 


11 ) 


19 


எனவே , A- வின் அனைத்து மதிப்புக்களுக்கும் 


PQ-வின் சரிவு = -- RS- இன் சரிவு . 


( அ - து ) PQ , RS கோடுகள் 
கொண்டிருக்கும் . 


X ஆயத்துடன் சமச் சாய்வு 


+ 


x2 
மாதிரி 12 : 

52 = 1 நீள் 

வட்டத்தில் ( x , y ! ) . 
(xy , y2 ) , ( x3 , ya ) , (34 , } s ) புள்ளிகளிடத்துச் செங்கோடுகள் 
ஒரு புள்ளிவழிச் செல்லின் , 


1 


1 


1 


( 1 + xg + xs + x ) ( * 


+ 


+ 


- 


X3/ 


என நிறுவுக . 


( x , , y1 ) புள்ளியிடத்துச் செங்கோடு 


= a2-62 . 


1 


இது (h , k ) புள்ளிவழிச் செல்லின் . 
a bek 

a -- 12 . 


y1 | 


( அ.து ) a hy ) - b kxy = ( a - 52 )xy1 
( அ -து ) ay1 ( h - x ) = h * x1 (k- y1 ) 
( அ- து ) ya { a { h - x ] ) + b2x } = bkx | 
( x1 , y1 ) புள்ளி நீள் வட்டத்தின் மீதுள்ளதால் , 

x2 
+ 

pi 
2 


7 


( அ - து ) ya 


b ( a ? -x1 ) 


2 


( 2 ) 
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( 2 ) -ஐ ( 1 ) -இல் பிரதியிடின் , 


va - x ] [ a " ( h - x ) = b2x } = bkx | • 


இதை வர்க்கப்படுத்தினால் , 


52 


( a2 


-X1 * ) [a ( h - x ] ) + b2x] ] 2 = 5 + k " x " . 


இதைச் சுருக்கின் , 


( as_b2 ) x ;-- 2ah( a * -- b ? }x ] - [ a ? { (a - b ) " 

-aah " -b2k } ] x + 2a * h ( a - h ? ]xy - a®12 = 0 ( 3 ) 


இஃது ஒரு நாற்படிச் சமன்பாடாதலின் , x :- க்கு நான்கு மதிப் 
புக்கள் உண்டு . அவைகள் x1 , x2 , xg , x 4 எனின் , 


X1 + x , + x3 – x4 = 


2ah( a2 - 62 ) 
{ a2 - b ) 2 


2ha ? 
a - 


3 X 1XpX3 


2ah( a - h ? ) 

( a - 5 ) - 


2hat 
a " -12 ) 


a ze 
X1XpX3X4 = - 

( a b " ) 


1 


1 


1 


எனவே , 


+ 


Sxxx , xs| 
X1X2X3X4 


X ? 


2la+ 
a ? - 52 


-aha 
(a - b ) 2 


2hat 


{ a - b " ) " 


= 


X / 


2 { a - b- ) 

ah 


1 


1 


(x1 + xg + xz+ x4) 


+ 


1 

+ 
X3 


2haa 


2 ( a - b2 


= 


a2 - 52 


ப.வ. - 18 
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மாதிரி 13 : ஒரு நீள் வட்டத்திற்கு (xy , y ] ) புள்ளியிலிருந்து 
வரையும் செங்கோடுகளின் அடிப்புள்ளிகள் 

} 
என்ற வளைவில் இருக்கும் என நிறுவுக . 


x 


+ 


1 


52 


நீள் வட்டத்திற்கு 


(h , k) புள்ளியிடத்துச் செங்கோடு 
a2x by 

= ar -- h2 . 
h k 


இது ( X1 , 11 ) புள்ளி வழிச் செல்லின் , 


d x 


hy1 


a - 52. 


h 


k 


. 


(h , k ) புள்ளியின் இயங்கு வழி 


by 


a2 - 52 . 


X 


y 


* 


மாதிரி 14 : 

= 1 நீள் வட்டத்தின் 11x + ny = 1 , 

52 
! , x + may = 1 என்ற நாண்களின் நுனிகளிடத்துச் செங்கோடுகள் 
ஒரு புள்ளி வழிச் செல்லின் , 1111 , b3117| my = 
நிறுவுக , 
! 1x + # 7] y = 1 

( 1 ) 


* 


--... | 


என 


( 2 ) 


இந் நாண்களின் நுனிகள் 4 , B ; C , D எனக் கொள்வோம் . 


இப் புள்ளிகளிடத்துச் செங்கோடுகள் P புள்ளியில் சந்திக்கட்டும் . 


( அ - து ) P புள்ளியிலிருந்து நீள் வட்டத்திற்கு வரையும் 
செங்கோடுகளின் அடிப் புள்ளிகள் A , B , C , D ஆகும் . 


செங்கோடுகளின் அடிப் புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் வளைவின் 
சமன்பாடு 


-1 + A { / yx -- 1771y - 1 ) 


b2 


(1 , x + msy - 1 ) = 0 


( 3 ) 


.. 
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முன் மாதிரியில் , ஒரு புள்ளி வழிச் செல்லும் செங்கோடுகளின் 
அடிப் புள்ளிகள் , 


xx1 


by 
} 


1 


= 0 


( 4 ) 


( அ - து ) ( a - b * ) xy + b ° yix - axy 
வளைவரையில் இருக்குமெனக் கண்டோம் . 


எனவே , சமன்பாடுகள் ( 3 ) -ம் . ( 4 } -ம் -வின் ஒரு மதிப்புக்கு 
முழுதும் ஒத்தன வாக இருக்கும் . 


சமன்பாடு ( 4 ) -இல் , 


+ 


x2-இன் கெழு 
y - இன் கெழு 

0 
எண்ணுறுப்பு = 0 . 


1 


+1/11 


- 


0 


1 


+ A /12 ] 111 , 


62 


- 1 + A = 0 


b m jhite 


- 1 , 


+ 


1 


7-26 . ( x , y1 ) புள்ளியிலிருந்து 

நீள் வட்டத் 
திற்கு வரையும் தொடுகோடுகளின் தொடு நாண் 


2 


( 222) 


P ( x , y ) 


R ( 2 , 


படம் 71 . 
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ae 

+ 


P ( x ] y1 ) புள்ளியிலிருந்து 
வரையும் தொடுகோடுகளின் 
Rxg , ys ) எனக் கொள்வோம் . 


= 1 நீள் வட்டத்திற்கு. 
தொடு புள்ளிகள் Q ( x , y , ) , 


Q ( x2, y2 ) புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு 


XX , 

| 


yy ? | 
52 


= 


1 


இது P ( ry , ) ) ) வழிச் செல்லின் , 


XX | 


1 


a 


b2 


R( xg , ys ) புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு 


XX3 


* 


+ 


Vy3| 


இது P ( xy > yx ) வழிச் செல்லின் , 


X1X3 


y ) s 


+ 


( 2 ) 


a 


yy1 


+ 


= 1 


( 3 ) 


42 


என்ற சமன்பாட்டைக் கருதுவோம் . 


இது குறிக்கும் கோடு ( 1 )-இன் படி Q ( xz , jx) வழியும் , ( 2 ) -இன் 
படி R( x3 , y3 ) வழியும் செல்கிறது . 


எனவே , இதுவே QR கோட்டின் சமன்பாடாகும் . 





தொடுகோடுகளின் தொடு நாண் , 


+ 


y ) || 
h 


= 1 . 


a2 
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7.27 , 


+ 
2 

= 1 நீள் வட்டத்தைச் சார்ந்த ( x1 , 11 ) 
புள்ளியின் இசைக்கோடு 


Q 


T ( 6 ) 


T 


படம் 72 


P (x ] , y1 ) புள்ளி வழிச் செல்லும் கோடு நீள் வட்டத்தை 
Q , R புள்ளிகளில் வெட்டுகிறது எனக்கொள்வோம் . Q , R புள்ளி 
களிடத்துத் தொடுகோடுகள் வெட்டும் புள்ளி T ( h , k ) எனில் , 
T புள்ளியின் இயங்கு வழி ( xy > y ! ) 

புள்ளியின் 

இசைக் 
கோடாகும் . 


T (h , k ) புள்ளியிலிருந்து நீள் வட்டத்திற்கு வரையும் தொடு 
கோடுகளின் தொடு நாண் QR- இன் சமன்பாடு 


- xha 

a2 


- 


pk 
52 


இது P ( xy , y1 ) வழிச் செல்கிறதாதலின் , 


+ 


Jik 
52 


எனவே , T ( h , k ) புள்ளியின் இயங்கு வழி 


(அ - து ) P( x1y | ) புள்ளியின் இசைக்கோடு 


+ 


yy11 


42 ) 
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* 2 

+ 


2 
52 


1 


நீள் 


சினை : 

குவியம் S ( ae , 0) புள்ளியின் 
வட்டத்தைச் சார்ந்த இசைக்கோடு 


Kae ) 
a 


1 


( அ - து ) x - 


e 


( அ - து ) S ( ae , 0 ) குவியத்தின் இசைக்கோடு நீள் வட்டத் 
தின் ஒத்த இயக்கு வரையாகும் . 


7-28 . 


+ 


2 


1 நீள் வட்டத்தைச் சார்ந்த 1x + my + n = 0 
என்ற கோட்டின் இசைப் புள்ளி 


Tx + my + n = 0 
என்ற கோட்டின் 


+ 


= 


1 


5 


நீள் வட்டத்தைச் சார்ந்த இசைப் புள்ளி ( x1, y1 ) எனக் கொள் 
வோம் . 


( x ) , yx ) புள்ளியின் ( 2 ) -ஐச் சார்ந்த இசைக்கோடு 


XX 


Yy1 | 


1 


( 3 ) 


4 


சமன்பாடுகள் ( 1 ) , ( 3 ) ஒரே கோட்டைக் குறிக்கும் . 


1 


11 


* 


-- 


} 1 


1 


( 2 


a27 


( அ - து ) x1 


1 


11 


எனவே , Ix + my + n = () கோட்டின் இசைப் புள்ளி 


ael 


bam 


* ). 
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7.29 . 


நீள் வட்டத்தைச் சார்ந்த P(xy , yx ) 
புள்ளியின் இசைக் கோடு Q (xs , ye ) புள்ளி வழிச் 
செல்லின் , -வின் இசைக்கோடு P வழிச் செல்லும் 


x2 


2 


P ( x , y ] ) புள்ளியின் 


+ 


- 1 


நீள் வட்டத்தைச் சார்ந்த இசைக் கோடு 

11) 


( 1 ) 


இது Q (xy , } x ) புள்ளி வழிச் செல்லும் . 


X } X2| 
an 

+ 


Y ) 2 


( 2 ) 


Q ( xs , ya ) புள்ளியின் இசைக்கோடு 

Iy ? 
+ 

1 


- 


இது ( 2 ) -இன்படி P[x ] , y1 ) வழிச் செல்லும் . 


7.30 . துணையியப் புள்ளிகளும் , துணையியக் 

கோடுகளும் 
( Conjugate Points and Conjugate Lines ) 
யாதேனும் இரு புள்ளிகளில் நீள் வட்டத்தைச் 

சார்ந்த 
ஒன்றின் இசைக் கோடு மற்றதன் வழிச் செல்லின் , அவ்விரு 
புள்ளிகளும் நீள் வட்டத்தைச் சார்த்த துணையியப் புள்ளிகள் 
எனப்படும் . 

யாதேனும் இரு கோடுகளில் நீள் வட்டத்தைச் சார்ந்த 
ஒன்றின் இசைப் புள்ளி மற்றதன் மேலமையுமெனின் , அவ்விரு . 
கோடுகளும் நீள் வட்டத்தைச் சார்ந்த துணையியக் கோடுகள் 
எனப்படும் . 
7-31 . 11x + 172] y + h ] 0 , 12x - + mz } +173 - 0 கோடுகள் 
x2 
52 

= 1 நீள் வட்டத்தைச் சார்ந்த துணையியக் 
கோடுகளாவதற்குத் தேவையான கட்டுப்பாடு 


= 


2 


42 


+ 

நீள் வட்டத்தைச் சார்ந்த 11x + miy 
+ n = 0 கோட்டின் இசைப்புள்ளி 

al 


b 11/ 
1) 
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இப் புள்ளி 19x + mgy + 2 = 0 கோட்டின் மீதமையும் . 


.. 


1( - ) + ,(- ) 


+ n , = 0 . 


( அ - து ) -alle -bmqmg + n = 0 . 


( அ - து ) 


alil , + b ° mzmz = nie . 


ya 


நீள் 


வட்டத் 


7-32 . ( x1 , y1 ) புள்ளியிலிருந்து + 

திற்கு வரையும் இரட்டைத் தொடுகோடுகள் 


R R 


P ( x > Y ) 


படம் 73 . 


P [ x ] , y1 ) புள்ளி வழிச் செல்லும் கோட்டின் சமன்பாடு 

* -x1 | y - y1 

cos G Sin ) 
எனக் கொள்வோம் . 


( 1 ) 


இக் கோட்டின் மீதுள்ள யாதேனும் ஒரு புள்ளியின் ஆயத் 
தொலைகள் 

( x + : cos 9 , y1 + r sin 9) . 


x2 


இது 


+ 


( 2 ) 


நீள் வட்டத்தைச் சந்திக்குமிடங்களில் , 
( x1 - |- | cos 9 ) ( y1 + r sin g) 2 
+ 

= 1 . 
12 
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cos 9 


sino - 


cos A 


} r sin a 


( அ - து ) -2 


+ 


--- 2 


y " 


+ 


--- 


1 = 0 


இது 7- இல் இருபடிச் சமன்பாடாதலின் இதன் இரு மதிப்புக் 
களான 11 , என்பவை P புள்ளியிலிருந்து அக் கோடு நீள் 
வட்டத்தை 

வெட்டும் புள்ளிகளான Q , R. இன் 
அளிக்கும் . 


தூரங்களை 


இக்கோடு தொடு கோடெனில் , 

PQ = PR . 


( அ - து ) சமன்பாடு ( 3 )-இன் தீர்வுகள் சமம் . 


தன்மைக் காட்டி பூச்சிய 


எனவே , சமன்பாடு ( 3 ) -இன் 
மாகும் . 


2 


] ] sing 


( 1 cos 9 
a 

+ 


( அ -து ) ( 

( * + - 1 ) (28 + * " " ) -- ( 4 ) 


சமன்பாடு ( 1 )-இலிருந்து , 


x - x1| 


cos 9 


sin O 

| 


} -y1 

* 


F 


இதை ( 4 ) -இல் பிரதியிடின் , 


X 


> 


y - Y 


+ 


3 


1 


( + - :) ( * + ") 
( அ -3 ) ( * * * 4 + Y = 

= ( - + * - 1 ) ( ** + ) 
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(அ - து ) 


[ * + " ) - ( + )] 
( 3 + ; - 1 ) [[ # + ) 

+ ( * + , ) - 2( * + )] 
( அ - அ ) [ [ * + * - 1) - ( + - )) 

= [* + -1 ] [ * + -1 ) 
+ ( 2 - - 1) - 2(* + - : ) ) --- 5 ) 


3 


S 


a 


52 


iܕ 


S = 


+ 

11 


1 


XX1 


T = 


נעץ 


+ 


1 என்ற குறியீட்டில் , 


52 


சமன்பாடு ( 5 ) , 

( T-- S ) " 


SI { S + S. 


2T ) என்றாகும் . 


( அ - து ) 


T2 = SSL 


a 


எனவே , (x1 , yr ) புள்ளியிலிருந்து 

+ = 1 நீள் வட் 
டத்திற்கு வரையும் இரட்டைத் தொடுகோடுகளின் சமன்பாடு 

T2 


- 


SSI 


yy1| 


21 


+ 


( * 1 ) 

- ( * - * -1) ( * + * -1 ). 
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7-33 . 

ya 
+ 

= 1 நீள் வட்டத்தில் ( xy , yx ) -ஐ தடுப் புள்ளி 
யாகக் கொண்ட நாணின் சமன்பாடு 


R (x /> " ) 


படம் 74 . 


2 


நீள் வட்டம் 


1 


இதன் நாண் PQ எனவும் , PQ- வின் நடுப்புள்ளி R (x1 , } 1 ) 
எனவும் கொள்வோம் . 


{ x , y1 ) புள்ளி வழிச் செல்லும் கோட்டின் சமன்பாடு 

X - X1 y - y1 | 
cos 

sin 9 


... 


எனக் கொண்டால் , இக் கோட்டின் மீதுள்ள யாதேனும் ஒரு 
புள்ளியின் ஆயத் தொலைகள் 

( x1 + r cos 9 , y1 + r sin G ) , 


இக் கோடு நீள் வட்டத்தை வெட்டு மிடங்களில் , 
( x1 + r cos a) | ( y1 + r sin G2 

+ 

52 


( அ - து ) 


* [ a "° + ° ) 


X1 cosa 
aa 

+ 


} | sing 


2 


11 

2 


+ 


1 = 0 
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இது 7- இல் இருபடிச் சமன்பாடு . இதன் இரு மதிப்புக்களான 
11.1 , என்பவை R புள்ளியிலிருந்து P, Q புள்ளிகளின் தூரங்களை 
அளிக்கும் . 


R புள்ளி , PQ--வின் தடுப் புள்ளியாதலின் , 


" = -1 


11 + r, = 0 


( அ - து ) சமன்பாடு ( 3 )-இன் தீர்வுகளின் கூட்டுத் தொகை 
பூச்சியமாகும் . 


X1 cos 9 

+ 
a ? 


Pi sin a 

b2) 


= 0 


( 4 ) 


சமன்பாடு ( 1 )-இலிருந்து , 


x - x1| 


= cos 9 , 


y - y1 | 

= sin G. 


P 


இதைச் சமன்பாடு (4 ) - இல் பிரதியிடின் 


X - 31 


+ 


0 


T 


+ 


= 0 


( அ - து ) - 


+ 


yy1 | 


X1 


12 
5 


g ? + 


{அ - து ) 


X ) 


+ 


yy 
ba| 


-1 - 


+ 


a 


வழக்கமான குறியீட்டில் , இது 

T = S1 என்றாகும் . 


(xy , y1 ) -ஐ நடுப் புள்ளியாகக் கொண்ட 


+ 


42 


52 S1 


நீள் வட்ட நாணின் சமன்பாடு T = Sir 


(அ - து ) 


+ 


yya) 


+ 


aa 


a2 ) 
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x 
மாதிரி 15 : + 

நீள் வட்டத்தின் 

நாண்கள் 
4 
நீள் வட்ட மையத்தில் செங்கோணத்தை ஏற்குமெனின் , அந்நாண் 
களின் , நீள் வட்டத்தைச் சார்ந்த இசைப்புள்ளிகளின் இயங்கு . 
வழிக் காண்க . 


a 


P 


C 


படம் 75 


நீள் வட்டம் 


+ 


நீள் வட்ட மையம் C ( 0 , 0 )-த்தில் செங்கோணத்தை ஏற்கும் 
நாண்களில் ஒன்று PG எனக்கொள்வோம் . 


( 1 )-ஐச் சார்ந்த PQ- வின் இசைப்புள்ளி ( x , y ) எனின் , 
PQ- வின் சமன்பாடு 

RT y.Vi 
+ 

= 1 
b2 ) 

( 2) 


சமன்பாடு ( 1 ) -ஐச் சமன்பாடு ( 2 ) -ஐக் கொண்டு சமபடித் 
தான சமன்பாடாக்கினால் CP , CO என்ற இரட்டைக் கோடு 
களின் சேர்ந்த சமன்பாடு கிடைக்கப்பெறும் . 


( அ-து ) CP , CO- வின் சேர்ந்த சமன்பாடு 


y2 


XX1 


+ 


( 


+ 


py1 


CP , CQ தம்முள் செங்குத்தாக வெட்டுவதால் , 
சமன்பாடு ( 3 )-இல் 

x -இன் கெழு + y : - இன் கெழு = 0 . 
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--- 0 . 


( * - * ) + (* - * - 
( அ-து ) * 


1 


1 
a 


+ 


எனவே , ( xy , y1 )- இன் இயங்கு வழி , 


2 


1 


1 


+ 


a2 


மாதிரி 18 : 

1 -ஐச் சார்ந்த P புள்ளியின் 
இசைக்கோட்டிற்கு நீள் வட்டத்தின் குவியங்களிலிருந்து வரையும் 
செங்குத்துக் கோடுகள் தம் நீளங்களின் பெருக்குத் தொகை 
C2 எனின் , P- யின் இயங்கு வழிக் காண்க . 


நீள் 


P புள்ளியின் ஆயத்தொலைகள் ( xy , yr ) என்போம் . 
வட்டத்தைச் சார்ந்த P (x ] > y ] ) - இன் இசைக்கோடு 


y1| 


XX1 
a 


( 1 ) 


+ 


S { -ae , 0 ) புள்ளியிலிருந்து ( 1 )-க்கு வரையும் செங்குத்துக் 
கோட்டின் நீளம் P1 எனின் , 


x1e | 


1 


y2 
+ 


S ( -ae , 0 ) புள்ளியிலிருந்து ( 1 ) -க்கு வரையும் செங்குத்துக் 
கோட்டின் நீளம் p . எனின் , 


* xe 


1 


- 


2 

y2 
+ 

54 


a4 


P1 P2 = c ஆதலின் , 


( -1) (* : - :)-c"(= + * ) 


நீள் வட்டம் 
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( அ -6 ) - ( * -1 ) - ( + - ) 


( a - x2e ) = arez *** + y / 2a* 

atb * 


a % b + ( a > --x1Pe " ) = ac ( x] %b++ yr a ) . 
x1 * 5 * [aze " + c ) -yira * c = a * b4 . 


எனவே , (xx , yx ) புள்ளியின் ( இயங்குவழி 
x ( a e + c ) 
+ 

ஆகும் . 


mc2 


a 


மாதிரி 17 : நீள் வட்டத்தின் செங்கோட்டு நாண்களின் நீள் 
வட்டத்தைச் சார்ந்த இசைப் புள்ளிகள் தம் இயங்கு வழிக் 
காண்க . 


நீள் வட்டம் 


+ 


- 


1 


2 


நீள் வட்டத்திற்கு P புள்ளியிடத்துச் செங்கோடு , அதை 
மீண்டும் ( -வில் சந்திப்பின் , PO நாண் செங்கோட்டு நாண் எனப் 
படும் . 


P புள்ளியின் ஆயத் தொலைகள் ( a cos 9, b sin a) எனவும் , 
நாண் PQ-வின் இசைப் புள்ளி (x1 > y ] ) எனவும் கொள்வோம் . 


P-யிடத்துச் செங்கோடு 


by 


= a2 -- 2 


cos 9 


sino 


TLD 


( 2) 


இசைக்கோடு PQ- வின் சமன்பாடு 

yy1| 

1 
+ 
g 

b 


( 3 ) 


சமன்பாடுகள் ( 2 ) , ( 3 ) ஒரே நேர்க்கோட்டைக் குறிக்கும் . 


4 


coso 


sin 


} 1 


1 


14 
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எனவே , cosa 


sin G 


x1( a _b * ) 


11[ a - b ) 


cose9 + sing = 1 ஆதலின் , 


x1 *(a - 52 ) 


b % 
yi ( y - 62 ) 2 


( x , y1 ) புள்ளியின் இயங்கு வழி 


-- 


1 


x2( a " -5 ) 


ya ( a ” -522 


as 


(அ- து ) 


+ 


( a2_b )2 . 


மாதிரி 18 : P ( x1 + y ) புள்ளியிலிருந்து நீள் வட்டத்திற்கு 
வரையும் தொடுகோடுகள் . தம்முள் செங்குத்தாக வெட்டுமெனின் , 
P புள்ளியின் இயங்கு வழிக் காண்க . 


நீள் வட்டம் 


1 


( 1 ) 


a 


+ 

2 


P ( x , y1 ) புள்ளியிலிருந்து ( 1 ) -க்கு வரையும் இரட்டைத் 
தொடுகோடுகள் 

T2 = 


SS . 


(அது) ( 


Py1 


+ 


b2 


--- ) 


113 


+ 


1 ) 


இவைகள் தம்முள் செங்குத்தாயிருப்பின் , சமன்பாடு ( 2 ) -இன் 

x ” - இன் கெழு + y3- இன் கெழு = 0 . 


( அ - து ) { - ( + - )} 

+ { _ - - ( T + - } } - 


- 0 
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* + = ( + -1) ( - + 1 ) 

- :-) 


모 


+ 


p4 + 


+ 

yi 
ab 


54 


1 


( அ - து ) + 


arb 


(அ -து) a + b = x + y " . 


எனவே , ( x1 , yi ) புள்ளியின் இயங்குவழி 

x -+ y = a + b2 . 


இது குத்துத் தொடுகோடு வட்டம் எனப்படும் . 


மாதிரி 19 : நீள் வட்ட 

மையத்தில் 

செங்கொணத்தை 
ஏற்கும் நாண்கள் தம் தடுப்புள்ளிகளின் இயங்கு வழிக் காண்க . 


நீள் வட்டம் 


2 

- 


நீள் வட்ட மையம் C ( 0 , 0 )-த்தில் செங்கோணத்தை ஏற்கும் 
நாண்களில் ஒன்று PQ எனவும் , அதன் நடுப்புள்ளி R [ x ] , y1 } 
எனவும் கொள்வோம் . 


PQ நாணின் சமன்பாடு 


T = S. 


yy1 


( அ - து ) * + 


( 2 ) 


621 


சமன்பாடு ( 1 )-ஐச் சமன்பாடு ( 2 )-இனால் சமபடித்தான 
சமன்பாடாக்கின் , CP , CO என்ற இரட்டைக் கோடுகளின் சமன் 
பாடு கிடைக்கப்பெறும் . 


CP , CO-வின் சேர்ந்த சமன்பாடு 


2 


XX1 Yy1 

+ 


x2 
ae 


- 
+ 


X 2 


11 
+ 
a ? 


ப.வ .---19 . 
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CP , CQ கோடுகள் தம்முள் செங்குத்தானவை யாதலின் , 
சமன்பாடு ( 3 )-இல் , 


x- இன் கெழு + y : - இன் கெழு = 0 . 


119 


12. { * 

--- 


x 2 


+ 


Yi 
64 


4 


( அ - து ) 


1 
ae 


( * + )" 
( அ - த ) ( * + ; ) ( - + : ) - + , 


+ 


எனவே , R ( xy y1 ) புள்ளியின் இயங்கு வழி 


( * + ) ( + + + ) - * + 


மாதிரி 20 : 

= a + b நீள் வட்டத்தை 
al 6 

cose 

a 
+ sin a = 1 எனும் கோடு வெட்டும் புள்ளிகளிடத்துத் தொடு 
கோடுகள் தம்முள் செங்குத்தாய் வெட்டும் என நிறுவுக . 


x2 

+ 
4 


( a + 5 ) 


( 1 ) 


5 


cos 0 + 7 sin a = 1 


( 2) 


கோடு ( 2 ) , நீள் வட்டம் ( 1 ) -ஐ வெட்டும் புள்ளிகள் P, Q எனவும் , 
இப்புள்ளிகளிடத்துத் தொடுகோடுகள் தம்முள் வெட்டும் புள்ளி 
R ( xy , y1 ) எனவும் கொள்வோம் . 
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( R (xy) 


c * 


படம் 76 


( x1 , y ] ) புள்ளியிலிருந்து நீள் வட்டத்திற்கு வரையும் தொடு 
கோடுகளின் தொடு நாண் PQ ஆதலின் , அதன் சமன்பாடு 


XX1 
. 


yya 
+ = a + b 

b 


44 . 


... 


( 3 ) 


சமன்பாடுகள் ( 2 ), ( 3) ஒரே நேர்க் கோட்டைக் குறிக்கும் . 


cos 9 

a 


sing 

5 
_11 

b 


1 
( + 5 


X1 


* 


( அ - து ) cosa = 


sin 9 = 


y1 
a + b 


4 + 5 


எனவே , 


+ 


(a + b ) 2 


y 
( a + b ) 2 


= cos G + sing = 1 . 





x 2 + y1 == (a + b ) 


(4) 


மேலும் , RP, RQ கோடுகளின் சேர்ந்த சமன்பாடு 

T2 = SS . 


( அ - து ) 


Xx1| 
. 


+ 


yy1 
b 


-1-5 


= [ F + : -1) [ ++ :-) 
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இக் கோடுகள் தம்முள் செங்குத் தெனில் , 

x = - இன் கெழு + -இன் கெழு 


( அ - து ) 


- (• + b_ ; ) + ( - + b- ) 


2 


) 1 
ab 


a 


ab 


x 2 + 1 

ab 


all 


2al + a + b - ( x 

ab 


-+ y ) 


(a + b ) _ { x1 * + y ) 

ab 


[ [ ! -- // } 2 – (a + b) - ) 

als 


[ [ 4 )-இலிருந்து ) . 


எனவே , தொடுகோடுகள் தம்முள் செங்குத்தாக வெட்டும் . 


பயிற்சி 7.2 . 
ஒரு புள்ளியிலிருந்து நீள் வட்டத்திற்கு வரையும் செங் 
கோடுகளின் அடிப்புள்ளிகளில் இரண்டு ! x + my = 1 
கோட்டின்மீது அமையுமெனின் மற்ற இரு புள்ளிகள் 

V 
+ 

+ 1 = () என்ற கோட்டின்மீது அமையும் 
என நிறுவுக , 


a2] 


ஒரு புள்ளியிலிருந்து நீள் வட்டத்திற்கு வரையும் செங் 
கோடுகளின் அடிப்புள்ளிகள் A , B , C, D. AB , CD 
கோடுகளின் நீள் வட்டத்தைச் சார்ந்த இசைப்புள்ளிகள் 
( d , (3 ) , ( h , ke ) எனின் , dh = aa , Bk = - 52 என 
நிறுவுக , 


12 


+ 


= 1 நீள் வட்டத்திற்குத் தொடுகோடுகளின் 


32 


+ 


a 


நீள் வட்டத்தைச் சார்ந்த இசைப் 
புள்ளிகள் தம் இயங்கு வழிக் காண்க . 
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13 


4 . 


+ 


b2 


= 1 நீள் வட்ட நாண்கள் ( x , yi ) எனும் 
நிலைத்த புள்ளி வழிச் செல்லின் அந்நாண்கள் தம் நடுப் 
புள்ளிகளின் இயங்கு வழிக் காண்க , இஃது ஒரு நீள் 
வட்டம் என நிறுவுக . 


2 


5. x + my = 1 - இன் 


+ 


= 1 - ஐச் சார்த்த இசைப் 


- 


2 


புள்ளி 

+ 

= 4 என்ற வட்டத்தின் மீது அமைபத் 
தேவையான கட்டுப்பாடு யாது ? 


- 


3 . 


+ 


நீள் வட்டத்தின் நாண்கள் தம் 
இசைப்புள்ளிகள் துணை வட்டத்தின்மீது அமையுமெனின் , 
அந்நாண்கள் தம் நடுப்புள்ளிகளின் இயங்கு வழி 


* + y * =r (* + ; ) 


என் நிறுவுக . 


7 . 


(x - d ) + (y- B ) 2 = > 2 வட்டத்தின் தொடுகோடுகளின் 

நீள் வட்டத்தைச் சார்ந்த இசைப் 
புள்ளிகள் தம் இயங்கு வழிக் காண்க . 


+ 


52 


3. நீள் வட்டத்திற்கு P புள்ளியிடத்துச் செங்கோட்டின் 

இசைப் புள்ளி Q புள்ளியிடத்துச் செங்கோட்டின் 
மீதமையுமெனின் , Q புள்ளியிடத்துச் செங்கோட்டின் 
இசைப் புள்ளி P- யிடத்துச் செங்கோட்டின் மீதமையு 

மென நிறுவுக . 
9. நீள் வட்டத்தில் P புள்ளியிடத்துச் செங்கோடு பேரச்சை 

G புள்ளியில் சந்திக்கும் , செங்கோட்டில் PQ = PG என்ற 
கட்டுப்பாட்டில் அமைந்துள்ள Q புள்ளியின் இயங்கு 
வழிக் காண்க . 


1 நீள் வட்டத்தின் தொடு கோடுகளின் 


x2 


1 


+ 


= 1 நீள் வட்டத்தைச் சார்ந்த இசைப் 


புள்ளிகள் தம் இயங்கு வழிக் காண்க . 
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as 


11. x + ye = a - b2 வட்டத்தைச் சார்ந்த 

நீள் வட்டச் செங் கோட்டு நாண்களின் இசைப் புள்ளிகள் 
தம் இயங்கு வழிக் காண்க . 


x2 


12 . 


2 
+ 

32 


= 1 நீள் வட்டத்தைச் சார்ந்த x + y = r3 
வட்டத்தின் தொடுகோடுகள்தம் இசைப் புள்ளிகளின் 

x2 
இயங்கு வழி 

= 1 என நிறுவுக . 


14 


x2 
13. P ( x , y ) புள்ளியிலிருந்து + 

1 நீள் வட்டத் 

52 
திற்கு வரையும் இரட்டைத் தொடு கோடுகள் PQ , PR 
நீள் வட்டத்தின் குவியம் S ( ae , 0 ) எனின் , 
SP2 

y 

2 

- 
SQ.SR 

என நிறுவுக . 


14 . 


+ 


a2 ) 


= 1 நீள் வட்டத்தின் புள்ளிகளிலிருந்து 
x2 + y = r2 வட்டத்திற்கு வரையும் தொடு கோடு 
களின் தொடு நாண் a x2 + by2 = 2 எனும் நீள் 
வட்டத்தைத் தொடும் என நிறுவுக . 


15 . 


g ? 


C புள்ளி 

+ 52 

1 - இன் மையம் . நீள் வட்டத் 
தின் P புள்ளிக்கு ஒத்தபுள்ளி ( எனின் , CO- வின் 
நீட்டல் x2 +y : = 4 ( a + b ) 2 வட்டத்தை R புள்ளியில் 
வெட்டுகிறது . PR எனும் கோடு , 
*2 

4 
+ 
( 2a + b ) ( 25 - a )? 

9 
எனும் நீள் வட்டத்தின் செங்கோடு என நிறுவுக . 


= 


விடைகள் 
yB 

1 . 


3 . 


5 . 


ar / 2 + ben ? = 4 . 


7. 12 


* ( * + ) = ( ** - Y ? - 1). 3. ( * ) 


13 


12 


gs 


+ 


10. arc4x2 + b2c4y2 = 1 . 


11 . 


+ 


452 
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7.34 . நீள் வட்டத்தின் விட்டம் 


ஒரு நீள் வட்டத்தின் இணை நாண்கள் தம் நடுப்புள்ளிகளின் 
இயங்கு வழி , நீள் வட்டத்தின் விட்டம் ( diameter ) எனப்படும் . 


7.35 . நீள் வட்ட விட்டத்தின் சமன்பாடு 
x2 y ? 

1 நீள் வட்டத்தின் இணை நாண்கள் ( parallel 
chords ) ஒன்றின் நடுப்புள்ளி {x } , } ) ) எனக் கொள்வோம் . 


+ 


( xx, y ) - ஐ நடுப் புள்ளியாகக் கொண்ட நாணின் சமன்பாடு 

S .. 


XX1| 
aa 


Pl 


+ 


1 


( அ- து ) 


+ 

31 


இதன் சரிவு = 


ay 


இணை நாண்கள் யாவும் y = 11.x கோட்டிற்கு இணை யெனின் , 
நாண்கள் அனைத்தின் சரிவும் m- க்குச் சமமாகும் . 


b x | 


TY = 


எனவே , ( x1 > ;; ) நடுப்புள்ளியின் இயங்கு வழி 

b2 
a 12 


(அ -து ) y = mx கோட்டிற்கு இணையாக உள்ள தாண்கள் 
தம் தடுப்புள்ளிகளின் இயங்கு வழி 


y 


arm 


இஃது ஆதி ( அ - து ) நீள் வட்ட மையம் வழிச் செல்லும் ஒரு 
கோடாதலின் , இது நீள் வட்டத்தின் விட்டம் எனப்படும் . 


7-36 . நீள் வட்ட விட்டத்தின் சமன்பாடு 

52 
} = 

an 
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இதை y = }17 1X வடிவில் எழுதினால் , 


arma 


( அ- து ) ram 


( அ - து ) y = mix எனும் கோடு y = 111X என்ற கோட்டிற்கு 
இணையாக உள்ள நாண்கள் அனைத்தையும் சமமாகப் பிரிக்கு 
மெனின் , 


+ 12/171 = 


ஆகும் . 


aa 


இக் கட்டுப்பாடு சமச் சீருள்ள தால் ( symmetric ) , y = 1771X- க்கு 
இணையாக உள்ள நாண்களை y = x எனும் கோடு சமமாகப் 
பிரிக்கும் . 


12 


+ 


- 


எனவே , நீள் வட்டம் 

1 - இன் விட்டம் ஒன்று 
பிறிதொரு விட்டத்திற்கு இணையாக உள்ள நாண்களைச் சமமாகப் 
பிரிக்குமெனின் , அவைகள் தம் சரிவுகளின் பெருக்குத் தொகை 
b2 

ஆகும் . இத் தன்மை பெற்றுள்ள இரு விட்டங்கள் துணை 
a2 
யிய விட்டங்கள் ( conjugate diameters ) எனப்படும் , 


( அ -து ) நீள் வட்டத்தின் இரு விட்டங்களில் ஒன்று மற்ற 
தற்கு இணையாக உள்ள நாண்களை இரு சமமாகப் பிரிக்குமெனின் , 
அவ்விரு விட்டங்களும் துணையிய விட்டங்கள் எனப்படும் . 


7.37 . நீள் வட்டம் 


+ 


A , A 


- பேரச்சின் நுனிகள் 


B , B - சிற்றச்சின் நுனிகள் 


S, S – நீள் வட்டத்தின் குவியங்கள் 


பேரச்சு நீளம் 2a , சிற்றச்சு நீளம் 26 . 
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துணை 


(i ) இரு துணையிய 

விட்டங்கள்தம் நுனிகளின் 
வட்டக் கோணங்களின் வேறுபாடு ஒரு செங்கோணமாகும் . 


9 . 


K 


படம் 77 . 


PCP , QCg இரு துணையிய விட்டங்கள் எனவும் , P, ) 
புள்ளிகளின் துணை விட்டக் கோணங்கள் முறையே 3 , 4 எனவும் 
கொள்வோம் . 


. 


P , ( புள்ளிகளின் ஆயத்தொலைகள் ( a cos () , b sin a ) , 
{a cos ¢ , b sin p ) . 


C ( 0.0) ஆதலின் , 


( P- யின் சரிவு 


b sing 
a cos S 


CQ-வின் சரிவு = 


b sin 
a cos 


CP , CQ துணையிய விட்டங்களாதலின் , அவைகள் தம் சரிவு 
கரின் பெருக்குத் தொகை , 


41 


52 





b sin 0 b sin 
{ t cos 9 a cos 


+ 


( அ - து ) sin a sin / 


- cos I cos , 


( அ -து ) cos (d cos - -- sin a sin p 


0 
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cos ( 9 - p ) = 0 


( ii ) துணையிய இரு அரைவிட்டங்கள் தம் ( Semidiameters ) 
வர்க்கங்களின் கூட்டுத் தொகை ஒரு மாறிலியாகும் . 


CP , CO துணையிய அரை விட்டங்கள் P புள்ளியின் ஆயத் 
தொலைகள் . 

( a cos G, b sin 6) 
Q புள்ளியின் ஆயத்தொலைகள் , 

[a cos ( 90 + 0), b sin ( 80 + 9] ] 


(அ - து ) 


( -a sin G , b cos 9) . 


CP= = 


(a cos 9-0) + (b sing - 0 ) 2 

= a cos2 9 + be sin g . 
Cg : = (a - sin G_0 ) 2 + ( b_cos G -- 0 ) . 

= asina + becose. 


- 


= 


CP + CQ = a { cos : 9 + sin g) + be { sine + cos : 9) 

= a + b2 . 

ஒரு மாறிலி , 
( iii) நீள் வட்ட விட்டத்தின் நுனியிடத்துத் தொடுகோடு 
அவ்விட்டம் இரு சமமகாப் பிரிக்கும் இணை நாண்களுக்கு 
இணையாக இருக்கும் . 


pl 


S. 
படம் 78.) 
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நீள் வட்டத்தில் P (xy , y1 ) புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு 


( 1 ) 


y = mx + c 


என்ற சமன்பாடு கொண்ட நாண் MN- க்கு இணையெனக் கொள் 
வோம் . 


( xy , y ] ) புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு . 


xx1 | 


+ 


yy 
be 


( 2 ) 


கோடுகள் ( 1 ) , ( 2 ) தம்முள் இணையாதலின் , அவைகள் தம் 
சரிவுகள் சமம் . 


bx1 | 
1 = - 

a y1 


( அ - து ) ( x1 , y1 ) புள்ளி , y = கோட்டின் மீதமையும் ... 

an 
பத்தி 734- இன்படி இக்கோடு MN மற்றும் அதற்கு இணையாக 
உள்ள நாண்கள் அனைத்தையும் இரு சமமாகப் பிரிக்கும் . 


( iv ) P , P ; Q , Q நுனிகளிடத்துத் தொடுகோடுகளால் 
அமையும் தாற்கரத்தின் பரப்பு ஒரு மாறிலியாகும் . 


பத்தி 7.36 ( i ) - இன் , படம் 77 -ஐப் பார்க்கவும் . 


P , P ; Q , Q புள்ளிகளிடத்துத் தொடுகோடுகளால் அமையும் 
தாற்கரம் KLMN . 


C புள்ளியிலிருந்து LM கோட்டிற்கு வரையப்படும் செங்குத்துக் 
கோட்டின் நீளம் , 
1 

ab 
CT = 
cos? O sing 

becos - 9 

+ a’sing 
+ 
a ? 


[ P புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு 


LM , 


X 
a 


cos 9 


+ sin a 


= 1 , 


c ( 0 , 0 , 
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மேலும் PM = CQ = Varsin G + becos g . 


இணைகரம் KLMN- இன் பரப்பு 
= 4 ( இணைகரம் CPMQ ) 

4 [ PM.CT ] 


4 [va*sin 0 + b?cos 0 | | 


ab 
a sin s + becos 9 


= 4 ab 


= மாறிலி . 


( v ) நீள் வட்டத்தின் மீதுள்ள P புள்ளியின் குவியத் தூரங்கள் தம் 

( focal distances ) பெருக்குத் தொகை P வழிச் செல்லும் 
விட்டத்தின் துணையிய அரை விட்டத்தின் வர்க்கதிற்குச் 
சமம் . ( அ - து ) SP.SP = CQ2 . 


பத்தி 7.8 -இன் படி , 


SP = a - ae cos G 


SP = a + ae cos G. 


= 


SP.SP ( a - ae cos a ) (a + ae cos 9) 

ar - a2e cos G 
= a’- { a ’ -- b2 ) cos 9 [ a ’ - b2 = are ) 

a ( 1 - cos g ) + b cos 0 
= a’sin 9 + b cos 9 . 


- 


CQ 


= ( -a sin 9-0) + (b cos 9-0 ) 2 

[ :: Q ( -a sin a , b cos a) ] 


a sin G + b cos 6 . 


SP.S P 


CQ . 


( vi ) P புள்ளியிடத்துத் தொடு கோட்டிற்கு நீள் வட்ட மையம் 
C- யலிருந்து வரையும் செங்குத்துக் கோட்டின் 

நீளம் 
p எனில் , p.CQ = ab . 
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P புள்ளியின் ஆயத் தொலைகள் 

(a cos 9 , b sin a ) எனின் , 
P- யிடத்துத் தொடு கோடு 


cos 0 + sin 0 = 1 . 


C-யின் ஆயத் தொலைகள் (0 , 0 ) ஆதலின் , 
1 

ab 
p = cos G 

Va sing + b cos - G 
+ 


N 


sin 0 
52 


ab 
Co | 


7.38 . 


தாணின் நுனிகளிடத்துத் தொடு கோடுகள் அத் நாணைச் 
சமமாகப் பிரிக்கும் விட்டத்தின்மேல் சந்திக்கும் 


R 


படம் 79 . 


நீள்வட்டம் 


+ 


2y 
52 


நாண் QR- இன் சமன்பாடு y = mx + C ( 1 ) என்போம் . 


Q , R புள்ளிகளிடத்துத் தொடு கோடுகள் வெட்டும் புள்ளி 
T ( xy , y1 ) எனக் கொள்வோம் . 


T புள்ளியிலிருந்து வரையப்படும் தொடு கோடுகளின் தொடு 
நாண் QR ஆதலின் , அதன் சமன்பாடு 
yy1 

( 2 ) 


XXI 


+ 
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சமன்பாடுகள் ( 1 ) , ( 2 ) ஒரே கோட்டைக் குறிக்கு மாதலின் , 

bx1| 
ay 


11 = 


arma 


x என்ற கோட்டின் 


( அ - து ) ( xy , y1 ) புள்ளி y 
மீதமையும் . 


இக் கோடு நாண் . QR, மற்றும் அதற்கு இணையாக உள்ள 
தாண்களை இரு சமமாகப் பிரிக்கும் விட்டமாகும் . 


7-39 , துணையிய விட்டங்கள் இரண்டும் சமமெனில் அவை 

துணையியச் சம விட்டங்கள் எனப்படும் ( Equiconjugate 
Diameters ) 


துணையிய விட்டங்கள் இரண்டின் நுனிகள் P , Q எனக் 
- கொள்வோம் . 


P- யின் ஆயத்தொலைகள் ( a cos e, b sin a). 


Q- வின் ஆயத்தொலைகள் ( -a sin a , b cos 6) . 


துணையிய விட்டங்கள் சமமெனில் , 


CP = CO 


. 


CP 


= CQ 


CP ” = a cos 9 + besing 


CO2 = a sin2g + becos29 . 


: a cosa + basing = a sin2a + b2cos2g . 


ஃ ( a - b ) ( cos29- sin2a) = 0 , 


(அ- து ) ( as - be ) cos 20 = 0 . 


a + b , 


cos 28 = 0 . 


T 


-( அ - து ) 28 


31 
( அ.து ) 

21 


நீள் வட்டம் 
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8 


31 
( அ-து ) 

4 


4 


எனவே , P, Q- வின் ஆயத்தொலைகள் முறையே , 


4 cos ) 


b sin 


-a sin 


b cos 


* 5 ) 


4 


* ) ( 
( அ- து) ( 2 ) 

(** ). ( - * * ) 


b 
CP- யின் சமன்பாடு y = 


4 


- * 


CQ-வின் சமன்பாடு y = 


x . 


துணையியச் சம விட்டங்கள் CP , CO-வின் சேர்ந்த சமன்பாடு 


( -1 ) ( 2 + 3 ) - 


= 0 . 


(அ - து ) 


12 
a 


= 1 . 


b? 


மாதிரி 21 : துணையிய விட்டங்கள் சமமெனின் , அவை 
களிக்கிடையேயுள்ள குறுங்கோணம் மிகச் சிறியது என நிறுவுக. 


C நீள் வட்ட மையம் , 


CP , CQ துணையிய அரை விட்டங்கள் எனின் , 


P , Q புள்ளிகளின் ஆயத் தொலைகள் முறையே ( a cos 9, 
b sin a ) , ( -asin a, b cos a) ஆகும் . 


CP கோட்டின் சரிவு , 


b sin G - 0 
a cos 9-0 


b . sing 
a . cosG 


CQ கோட்டின் சரிவு , 

b cos0-0 
mg = 

- a sina - 0 


b cos9 
a sing 
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CP , CQ கோடுகளின் இடைப்பட்ட கோணம் - எனின் , 


tan 


1111-12 
1 + 7 ? ] }129 


b sino 

b cos 9 
a cos 9 a sin 

b sin G b cosa 
1 + 

(t cos ) 


a sin a 


ab sin a + ab cosa 
asin a cos ) --- b sin a cos9 


ab ( sing + cos - a ) 
( a - 62 ) sin a cos 9 


2ab 
( a - 5° ) sin 

2 0) 


sin2 6- வின் மதிப்பு மீப் பெரியதெனின் --இன் மதிப்பு மீச் 
சிறியதாகும் . sin 2 9 - வின் மீப் பெரும் மதிப்பு 1 ஆதலின் , 


71 


20 = 

2 


( அ - து ) 6 . 


- 


T 
4 ) 

எனின் , டி.யின் மதிப்பு மீச் சிறியதாகும் ( minimum ) -- 


CP2 = a cos G + b sin " 0 . 


CQ3 = a sin G + becos29 . 


9 


எனின் , 


7T 


N 


க 


CP ? = arcos ? 


+ besin2 


= 


- 


4 


2 


* 

ல 


Co 


aasina 


+ bcos 


+ 


+ 


5 , 
2 


4 


2 


எனவே , 


D = எனின் , 

4 


CP = Co. 


T 


62 = 1 நீள் வட்டத் 
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( அ - து ) துணையிய விட்டங்கள் சமம் . 

gab 
tan p = 

( a - 52 ) sin 20 
இதில் 9 எனப் பிரதியிடின் , 

2ab 
tan 

a2- 
எனவே , துணையிய விட்டங்களின் இடைப்பட்ட 

குறுங் 
கோணத்தின் மீச்சிறு மதிப்பு 

2ab 
= taun - 1 

a ? -62 
மாதிரி 22 : CP , CO என்பவை 
தின் துணையிய விட்டங்கள் எனின் , PQ நாணின் நடுப்புள்ளியின் 
இயங்கு வழிக் காண்க . 


2 


> 


a ? 


P , Q புள்ளிகளிடத்துத் தொடுகோடுகள் 
நீள் வட்டத்தின் மேல் சந்திக்கும் என நிறுவுக , 


( a cos 9 , b sin 6) , 


P, Q புள்ளிகளின் ஆயத்தொலைகள் 
( - a sin 9 , b cos 9) என்க . 


Pq நாணின் நடுப்புள்ளி ( x1 , y1 ) எனின் , 

a (cos G - sin 8) 

2 


b ( sin G + cos 9 ) 
11 = 

2 


2x1 


( அ-து ) 


= cos S - sin ) . 


2y1 


= cos I + sin g . 


5 


ப.வ. - 20 
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இரண்டையும் வர்க்கப்படுத்திக் கூட்ட , 
4x , 2 4y 

+ = ( cos 9 - sin 9 ) + ( cos 9 + sin a ) 2 = 2. 


4 


1 


( அ - து ) 


+ 


a 


எனவே , (x1 , y1 ) புள்ளியின் இயங்குவழி 

1 


b2 


மீண்டும் , 
P புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு 

* cos0 + sin 9 = 1 . 
Q புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு 

--- sin a ++ ca 


cos = 1 . 


இவைகளிரண்டும் வெட்டும் புள்ளியின் இயங்குவழி , இவை 
களின் சமன்பாடுகளிலிருந்து 9-வை நீக்கின் கிடைக்கப்பெறும் . 


இவை இரண்டையும் வர்க்கப்படுத்திக் கூட்ட , 


( A cos + sin o ) + ( - * in 0 + cose) =1 


= 1 + 1 . 


ya 


( அ- து ) 


an 

+ 


= 2 . 


எனவே , P , Q புள்ளிகளிடத்துத் தொடுகோடுகள் 
x" 

= 2 


2 


+ 

b2 


என்ற நீள் வட்டத்தின்மீது வெட்டிக் கொள்கின்றன . 


மாதிரி 23 : நீள் வட்டத்தின் துணையிய அரை விட்டங்களை 
விட்டங்களாகக் கொண்ட வட்டங்களின் இரண்டாவது வெட்டும் 
புள்ளியின் இயங்கு வழிக் காண்க . 


ya 


நீள் வட்டம் 


+ 


= 1 . 
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CP , CQ துணையிய அரை விட்டங்கள் எனக் கொள்வோம் . 


C ( 0 , 0 ) , P (a cos 9 , b sin 9 ) . Q { -a sin G , b cos 6) . 


CP- ஐ விட்டமாகக் கொண்ட வட்டத்தின் சமன்பாடு 

(x-- ) ) (x - a cos 8 ) + ( y - 0 ) ( y - b sin 9 ) 


( அ - து ) x2 + y -ax cos9 - by sin a = 0 


CO-ஐ விட்டமாகக் கொண்ட வட்டத்தின் சமன்பாடு 


( x - 0 ) ( x + asin a ) + ( y- 0 ) ( y - bcos 8) = 0 . 


(அ - து ) x + y + ax sing -by cos 9 = 0 


( 2 ) 


வட்டங்கள் ( 1 ) , ( 2 ) வெட்டும் இரண்டாவது புள்ளியின் 
இயங்கு வழி பெற , அச் சமன்பாடுகளிலிருந்து G-ஐ நீக்க 
வேண்டும் . 


( 1 )-இலிருந்து x 2 + y2 


( xa cos 9 + yb sin G ) , 


( 2 } -இலிருந்து x2 + y ? = (ybcos 0 - xusin 6) . 
இவை இரண்டையும் வர்க்கப்படுத்திக் கூட்ட , 

2 ( x ? + y ) 2 = arx 2 + bey . 





வெட்டும் புள்ளியின் இயங்கு வழி 

a2x2 + b y 2 (x2 + y ) . 


= 


மாதிரி 24 : y = x + 


M (em? + B- ) எனும் கோடு 


+ 


12 | 


1 நீள் வட்டத்தை வெட்டும் புள்ளிகளை நீள் வட்ட 
மையத்துடன் சேர்க்கும் கோடுகள் துணையிய அரை விட்டங்கள் 
என நிறுவுக . 


y == 111X + 


M ( *m +5+ ) 


* 


( 1 ) 


* 


y 
52 


as + 


( 2 ) 
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P , Q புள்ளிகளில் 


வெட்டு 


கோடு ( 1 ) , நீள்வட்டம் ( 2 )-ஐ 
கிறது எனக் கொள்வோம் . 


நீள் வட்ட மையம் C ஆதியாதலின் , CP , CQ கோடுகளின் 
சேர்ந்த சமன்பாடு பெற , சமன்பாடு ( 2 ) -ஐச் சமன்பாடு ( 1 ) -ஆல் 
சமபடித்தான சமன்பாடாக மாற்ற வேண்டும் . 





CP, CQ கோடுகளின் சேர்ந்த சமன்பாடு 


13 


1--112X 


+ 


2 


{ aeni --- 


(அ.து ) 


( 1 - mx2 


* 


+ 


( a 12 + b ) 


1 


2 


( அ-து ) 


4txy 
ame - 2 


a22+22 


1 


+ y" 


] -0. 


an + 12 


CP , CQ கோடுகளின் சரிவு 1721 , m2 எனில் , 

1 

2m2 
a 

aam + b : 
Fin , = 

1 

ama + 


b ( a m + be -2am ) 

a ( aax + b2 . - 262 ) 


- 


b2 [b2_am ? ) 
a [am? -- b ) 


becaeme - b ) 
a (a m " _b2 ) 


a ? 


எனவே , CP , CO துணையிய விட்டங்களாகும் . 
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மாதிரி 25 : CP , CO இரு துணையிய விட்டங்களெனின் , 
P , Q புள்ளிகளிடத்துச் செங்கோடுகள் வெட்டும் புள்ளியின் இயங்கு 
வழி 

2 (a x +bey * ) = ( a - b ) ( beye - ax" ) " என நிறுவுக . 

P , Q புள்ளிகள் துணையிய விட்டங்களின் நுனிகளாதலின் 
அவைகள் தம் ஆயத்தொலைகள் (a cos 6, b sin a) , ( -a sin 9, 
b cos 8 ) எனக் கொள்வோம் . 


P- யிடத்துச் செங்கோடு 

(Lx | by 
cos O sina 


- 


ar - 52 


Q- யிடத்துச் செங்கோடு 

by 

= al - 2 
sin G 

cosa 


( IN 


( 2 ) 


சமன்பாடுகள் ( 1 ), ( 2 ) -இலிருந்து 6-ஐ நீக்கின் 

செங் 
கோடுகள் வெட்டும் புள்ளியின் இயங்கு வழி கிடைக்கப் பெறும் . 


( 1 )-இலிருந்து 

ax sing - by cosg 


( a - 52 ) sin a cos 9 ) 


( 3 ) 


( 2 )-இலிருந்து 

-ax cos 9 - by sing = ( a - 5 ) sin a cosg 


( 4 ) 


( 3 )- இலிருந்து ( 4 ) -ஐக் கழிப்பின் , 

ax ( sin 9 + cos a ) + by ( sin e - cos 9 ) = 0 . 


(அ - து ) sin a (ax + by ) + cos G ( ax - by ) = 0 . 


(அ - து ) { ax + by ) sin a (by -- ax ) cos . 
sin a cosa 

1 
by - ax by + ax | V (by - ax } + by + ax ) - 





* 


by - ax 
sin a = 

V2(ax2 + by ) 

by + ax | 
cosa| 

12{ a x + bay ) ) 
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இதைச் சமன்பாடு ( 1 )-இல் பிரதியிடின் , 

ax | 2(ax2 + by ) byv 2 (ax" + bey 
by + ax 

by --ax 

= -- 


ax 


( அ - து ) 


V2( a x + bey ) 


( க 


by + ax 


by 
by - ax 

ar - . 


( அ - து ) < / 2 { a*** + b y* [- ) 


( a x2 + by ) 
by - a x ) 

= a2 - b- .. 


( அ - து ) 


{ V 2 (ax + bay )} {ax * + bey } 

( a2 - b ) [ a x " _by ) , 


இதை வர்க்கப்படுத்தினால் , 

2 ( arx + bry ) 


( a _b2 ) * ( a ? x " _by ) " . 


பயிற்சி 7.3 . 


1 . 


+ 
25 16 

நீள் வட்டத்தில் 4x - 5y = 0 என்ற 
விட்டத்தின் துணையிய விட்டத்தின் நுனிகளைக் காண்க . 


2 . 


- 
ae 


b2 

நீள் வட்டத்தில் துணையிய அரை 
விட்டங்களின் நுனிகளைச் சேர்க்கும் கோடு 

x cos - 
+ y sin d = p எனின் , a cose + be sind! = 2ps 
என நிறுவுக . 


12 


3 . 


+ 


* 2 
as 
களைச் 


= 1 நீள் வட்டத் துணையிய அரை விட்டங் 

சேர்க்கும் கோடு Ix + my + n = 0 எனின் , 
a 12 + ben12 = 2n2 என நிறுவுக . 


4 . 


துணையிய அரை விட்டங்களின் நுனிகள் P , Q எனின் , 
நீள் வட்ட மையத்திலிருந்து நாண் PQ . வுக்கு வரையும் 
செங்குத்துக் கோட்டின் அடிப்புள்ளியின் இயங்கு வழிக் 
காண்க . 
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5 . 


+ 


நீள் 


வட்டத்தின் 


து ணை யிய 


விட்டங்கள் PCP , QCQ . P புள்ளியிடத்துச் செங்கோடு 
QCQ - ஐ R- இல் வெட்டினால் , CQ.PR ஒரு 
எனவும் , R இன் இயங்கு வழி 


மாறிலி 


+ 


(C = ) 


* 2 


எனவும் நிறுவுக . 


8 . 


= 1 நீள் வட்டத்தின் துணையிய விட்டங்கள் 
வட்டத்தை P, Q புள்ளிகளில் 

வெட்டு 
கின்றன எனின் , PQ- வின் நடுப்புள்ளியின் இயங்குவழி 

a ” [( x + y ) ? – r * x2 } + b ? [[ x2 +-y ) " - rye ) == ( 0 
என நிறுவுக. 


2 


1 
ae 

நீள் வட்டத்தின் துணையிய அரை 
விட்டங்களின் நுனிகளைச் சேர்க்கும் கோடு , ஆதியை 
மையமாகக் கொண்ட மற்றொரு நீள் வட்டம் என நிறுவுக . 


8 . 


P , Q புள்ளிகள் துணையிய அரை விட்டங்களின் நுனிகள் . 
C நீள் வட்டமையமெனின் , CPO முக்கோணத்தின் 
குத்துக்கோட்டுச் சந்தியின் ( orthocentre ) இயங்கு வழிக் 
காண்க , 


9 . 


+ 


- 


1 நீள் வட்டத்தின் பேரச்சுத் துணையிய 
அரை விட்டங்களின் நுனிகளிடத்து ஏற்கும் கோணங்கள் 
8 , எனில் , tan s + tatap ஒரு மாறிலி என நிறுவுக . 


10 , நீள் வட்டத்தின் P புள்ளியிலிருந்து துணையியச் சமவிட் 

டங்களுக்கு வரையும் குத்துக்கோடுகள் PL . PM எனின் , 
P புள்ளியிலிருந்து அதன் இசைக்கோட்டிற்கு வரையும் 
குத்துக்கோடு LM- ஐ 

சமமாகப் பிரிக்கும் என 
நிறுவுக . 


13 


11 . 


+ 


- 


42 


1 நீள் வட்டத்துத் துணையிய அரை 
விட்ட்டங்களின் நுனிகள் P , 0 எனின் , ( SP - SQ 
= PQ – 25 ? என நிறுவுக [ S குவியங்களுள் ஒன்று ). 
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- 


y 


a2 | 


12. PCP , QCQ என்பவை + = 1 

* 

நீள் வட்டத் 
தின் துணையிய விட்டங்கள் . x2 + y " = r ” வட்டத்தில் R 
யாதேனும் ஒரு புள்ளி எனின் , 

PR + QR2 + PR + Q Re = 2 ( a2 + b + 2r " ) என 
நிறுவுக . 


13 . 


+ 

1 நீள் வட்டத்தின் மையம் C. P , Q நீள் 
வட்டத்தின் மீதுள்ள இரு புள்ளிகள் . P புள்ளியிடத்துச் 
செங்கோடு CQ கோட்டிற்குத் துணையியக் கோடெனின் , 
Q புள்ளியிடத்துச் செங்கோடு CP- யிக்குத் துணையியக் 
கோடு என நிறுவுக . 


14 . 


+ 


a2 


= 1 நீள் வட்டத்தில் PCP , QCQ இரு 
துணையிய விட்டங்கள் . CP, CQ - இன் நீட்டல் இயங்கு 
வரையை L , M புள்ளிகளில் வெட்டினால் 

CLM முக் 
கோணத்தின் குத்துக் கோட்டுச் சந்தி (அ - து ) செங் 
கோட்டு மையம் ( orthocentre) , குவியம் ( ae , 0 ) என 
நிறுவுக , 


15 . 


= 


+ 
a ? 2 

1 நீள் வட்டத்தின் துணையிய அரை 
விட்டங்களின் நுனிகள் P , Q. இப் புள்ளிகளிடத்துச் 
செங்கோடுகள் பேரச்சை முறையே L; M புள்ளிகளில் 
வெட்டினால் , PL : + QM ” = a ( 1 - e ) { 2 - e ) என 
நிறுவுக . 


விடைகள் 


5 


1 . 


4. 2( x + y ) = a x + bey " . 
8. 2 {a x + by* )* = [ i - b )2 (bey2 - a x2 } 2 . 


8. அதிபரவளைவு 

( The Hyperbola ) 


8.1 . அதிபரவளைவு - வரையறை 

ஒரு கூம்பு வெட்டியின் மையத்தொலை விகிதம் e > 1 எனின் , 
அக்கூம்பு வெட்டி ஓர் அதிபரவளைவாகும் . 


$ .2 . 


அதிபரவளை வின் சமன்பாடு - நியமவடிவம் 


M 


P 


3 


L 


S A z 


Z 


S. 


N 


X| 


படம் 80 . 


குவியம் S, இயக்குவரை 1, மையத்தொலை விகிதம் & எனக் 
கொள்வோம் . 


S புள்ளியிலிருந்து இயக்கு வரை 1-க்கு SZ என்ற செங்குத் 
துக் கோடு வரைக . SZ கோட்டை e : 1 விகிதத்தில் பிரிக்கவும் . 
2 > 1 ஆதலின் SZ கோடு குறித்த விகிதத்தில் உள்ளும் புறமும் 
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இரு புள்ளிகளில் பிரிக்கப்படும் . உள்ளும் புறமும் பிரிக்கும் 
புள்ளிகள் முறையே A , A என்போம் . 


AA கோட்டை ( புள்ளியில் இரு சமபாகமாகப் பிரிக்கவும் . 
AA = 24 எனின் , CA = CA = a . 


A , A புள்ளிகள் 


வரையறையின்படி 
மீதமையும் . 


அதிபரவளைவின் 


SA 
AZ 


SA ) 
A Z 


SA = e.AZ 


SA = e.A Z 


( 2 ) 


SA + SA = e ( AZ + A Z ) . 


( அ - து ) ( CS - CA ) + ( CS + CA ) = e.2a . 


2CS = 2ae . 


( அ - து ) CS = ae . 

SA - SA = e ( A Z- Az ) . 


( அ - து) 2a = e [ { A C + CZ ) - ( CA - CZ) ) 

= e [ 2CZ ] ( CA = A C ) . 


4 


CZ = 


& 


CZ கோட்டை 

X ஆயமாகவும் , CZ- க்குச் செங்குத்தாக 
C வழிச் செல்லும் கோட்டை y ஆயமாகவும் கொள்வோம் . 


எனவே , C , S , Z புள்ளிகளின் ஆயத்தொலைகள் 

{ 0 , 0 ), ( CS , 0 ) , ( CZ , 0 ) , 


( அ - து ) ( 0 , 0 ) , ( ae , 0 ) , 


( , ) 
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அதிபரவளைவின் மீது P {x } , y1 ) யாதேனும் ஒரு புள்ளி எனின் , 

SP 
PM 

e ( > 1 ) 
[PM கோடு , இயக்கு வரை !-க்குச் செங்குத்து ) , 


. 


SP2 = e2.PM2 . 


SP2 - 


( x1 - ae} 3 -F } 12 . 


PM = ZN 2 = { CN - CZ) = 


( - ) 


(x- de) * +yx = e ? 


X1 


C 


(அ - து ) x2 + are2- 2xae +yr ? = e " x 2 + a * -2x ( re ; 

x1 " ( 1 - e ) + ye = a ( 1 - e " ) . 


( அ - து) x (e "-1) -y = a^{ e - 1 ) . 


இருபக்கமும் a * ( e " -1 ) ஆல் வகுப்பின் , 


* 1 


== 


1 . 


a ( e - 1 ) 


பனவே , P ( xy , y1 )- இன் இயங்கு வழி 


13 


- 1 . 


g2 


(22-1) 


a ( e2- 1 ) எனப் பிரதியிடின் ,. 


- 


= 1 . 





அதிபரவளை வின் சமன்பாடு 


2 


52 


8.3 , அதிபரவளை வின் தன்மைகள் 


2 


= 1 . 


316 


பகுமுறை வடிவ கணிதம் 


{ i) சமன்பாடு x , y ஆயங்களுடன் சமச்சீர் உடையதாயிருப் 
பதால் ( x1 , y1 ) புள்ளி அதிபரவளைவின் மீதிருப்பின் , (-x] -y ) , 
( x , – y1 ) , ( -x] , } 1 ) புள்ளிகளும் வளைவின் மீதமையும் . 


( ii) (xy , y1 ) , ( --x . -y1 ) புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் கோடு 
ஆதி C ( 0 , 0 ) வழிச் செல்வதால் , C வழிச் செல்லும் அனைத்து 
நாண்களையும் C புள்ளி இரு சமமாகப் பிரிக்கும் . C அதிபரவளை 
வின் மையம் எனப்படும் . 


( iii ) x ஆயத்தை அதிபரவளைவு A (a , 0 ) , A - , 0 ) 
புள்ளிகளில் சந்திக்கிறது , A , A அதிபர வளைவின் முனைகள் 
எனப்படும் , 
சமன்பாட்டில் x = 0 எனப்பிரதியிடின் , 

b ? என்ருகும் . 
( அ - து ) y = + - . 


p 


எனவே , அதிபரவளைவு ) ஆயத்தை மெய்யான புள்ளிகளில் 
வெட்டாது . ( அ- து ) வளைவு ) ஆயத்தைக் கற்பனைப் புள்ளிகளிள் 
தான் வெட்டும் . 


} ஆயத்தின் மீது B, B புள்ளிகளை CB = CB = ம் என்ற 
கட்டுப்பாட்டில் குறிக்கவும் . 


AA கோடு , அதிபரவளைவின் குறுக்கச்சு ( transverse axis ) 
எனவும் , BB கோடு , அதிபரவளைவின் துணை அச்சு { conjugate 
axis) எனவும் கூறப்படுகின்றன . குறுக்கச்சு , துணை அச்சின் 
நீளங்கள் முறையே 2a . 26 ஆகும் . 


y 


( iv ) 


1 . 


( 


52 


1 + 


b2 


) 


( அ - து ) 


Vb2 

+ y " . 
b 


எனவே , )-இன் அனைத்து மதிப்புக்களுக்கும் , x மெய் மதிப்புக் 
கொண்டிருக்கும் . y- இன் மதிப்பு அதிகரித்துக் கந்தழியை 
நெடுங்கின் , X- இன் மதிப்பும் அதிகரித்துக் கந்தழியை நெருங்கும் . 
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b 
y = = 

4 


Vx - a . 


x > a2 எனின் , y மெய் மதிப்புக் கொண்டிருக்கும் . 


x < a2 எனின் , ) -இன் மதிப்புக் கற்பனையாகும் . 


( அ - து ) a, --a மதிப்புக்களுக் கிடைப்பட்ட x- இன் அனைத்து 
மதிப்புக்களுக்கும் , y- யின் மதிப்புக் கற்பனையாகும் . எனவே , 
* A புள்ளிக்கு இடமும் , A புள்ளிக்கு வலமும் வளைவு இருக்காது . 
( அ - து ) A , A புள்ளிகளுக்கிடையே அதிபரவளைவு இருக்காது . 





அதி பரவளைவு தம்முள் வெட்டிக் கொள்ளாத இரு 
பிரிவுகள் கொண்டதாகும் . 

பகுதி A - க்கு இடமும் , 
மற்றொரு பகுதி A- யிக்கு வலமும் இருக்கும் . ஒவ்வொரு பிரிவும் 
படத்தில் காட்டியுள்ளபடி கந்தழியை நெருங்கும் . 


குவியத்தின் ஆயத் தொலைகள் ( ae : 0 ), இயக்கு வரையின் 
சமன்பாடு x = 

ஆகும் . 


4 


8.4 . 


இரண்டாவது குவியம் , இயக்குவரை 


CA கோட்டின்மீது , (படம் 80 , பத்தி 8-2] S , Z புள்ளிகளை 
முறையே CS = CS = ae , CZ = CZ = 

என்றிருக்குமாறு 
குறிக்கவும் . 


블 


CA கோட்டிற்குச் செங்குத்தாக Z வழி Z M கோடு வரைய 
வும் . Z M கோட்டிற்குச் செங்குத்தாக PM கோடு வரைக . 


S புள்ளியின் ஆயத் தொலைகள் ( -ae , 0 ) . 


4 


PM = NZ = CN + CZ = x + 


ee | 


அதிபரவளைவின் சமன்பாடு 
** 

y2 


* - * = 1 
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x 
( அ- து ) 

a ( e - 1 ) 
( அ - து ) (e " -1 ) x - y = a ( e - 1) . 
( அ - து ) xe - x - y = arer - a " . 
( அ - து ) x2 + y + a e = a2 + ex " . 


இரு பக்கமும் 2aex- ஐக் கூட்டின் , 
( x + 2aex + are ) + y = e x2 + 2aex + ar 

2ax 
= e2 } x: + + 


* ) 


2 


( அ-து) ( x + ae ) 2 + y2 = e2 


x + 


- ) 


( 1 ) 


--- 


P {x , y ) அதிபரவளைவின் மீதுள்ள யாதேனும் ஒரு 
* புள்ளி எனின் , 


SP2 = (x - + ae) 2 + y: ; 


PM > = 


x + 


* ) 


எனவே , சமன்பாடு ( 1 ) -ஐப் பின் வருமாறு எழுதலாம் . 


S p2 = e2.PM2 


SP 
( அ- து ) = e . 

PM 


(அ- து ) அதிபரவளைவின் மீதுள்ள P என்ற யாதேனும் 
ஒரு புள்ளிக்கு S புள்ளியிலிருந்து உள்ள தூரம் , Z M கோட்டி 
லிருந்து P யின் தூரத்தின் மடங்காகும் . 


எனவே , வரையறையின்படி , Z M என்பவை முறையே 
குவியம் , இயக்குவரை ஆகின்றன . ஆனால் குவியம் S எனவும் , 
இயக்குவரை ZM எனவும் நாம் முன்னர்க் கண்டோம் . 


ஆகவே , இரண்டாவது குவியம் எனவும் , Z M கோடு 
இரண்டாவது இயக்குவரை எனவும் கூறப்படுகின்றன . 
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இரண்டாவது குவியம் S"- இன் ஆயத் தொலைகள் ( -ae , 0 ) . 
இரண்டாவது இயக்கு வரையின் சமன்பாடு x = 


a 


eel 


35. செவ்வகலம் ( Latas Rectum ) 


குவியம் S - இன் வழியாகக் குறுக்கச்சுக்குச் செங்குத்தாக 
வரையப்படும் கோடு அதிபரவளைவை L, L புள்ளிகளில் வெட்டி 
னால், LSL எனும் நாண் அதிபரவளைவின் செவ்வகலம் எனப்படும் . 


L புள்ளியின் x ஆயத்தொலை 

= S புள்ளியின் x ஆயதொலை 


= ae . 


L புள்ளியின் நிலைத்தூரம் ( ordinate ) SL ஆதலின் , அப்புள்ளி 
வின் ஆயத்தொலைகள் ( ae , SL ) . 


புள்ளி அதிபரவளைவின் மீதிருப்பதால் , 
are2 SL2 

= 1 
a 


( அ - து ) SL- = b ( e2-1 ) 


= b2 - 


[ ஃ a ( e - 1 ) = b ) . 


be 


SL = 


a | 


எனவே , செவ்வகல நீளம் LSL = 2 SL = 2 

be 


a 


36. அதி பரவளை வின் மீதுள்ள புள்ளியின் குவியத் தூரங்களின் 

வேறுபாடு ஒரு மாறிலியாகும் 


அதி பரவளைவின் சமன்பாடு 


x2 


v2) 


52 = 1 . 


குவியங்கள் S ( ae , 0 ) ; S ( - ae , 0 ) . 
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வளைவின்மீது P (x, y ) யாதேனும் ஒரு புள்ளி எனக் கொள் 
வோம் . 


வரையறையின் படி , 
SP 

S P 
- e - 
PM 

PM | 


( அ - து ) SP = e.PM = 2.NZ 


[படம் 80 , பத்தி 8-2 } 


= e ( CN - CZ ) 


= ( -4 ) 


= ex- 


SP = 2.PM = e ( NZ ) 


e ( CN + CZ ) 


= el x -- 


- * 


2 ) 


= ex + a . 


SP - SP = 


( ex + d ) -- ( ex - a ) 


= 2a 


ஒரு மாறிலி 


( குறுக்கச்சின் நீளம்) . 


8.7 . P (x1 , yr ) புள்ளியின் நிலை 
குறித்த புள்ளி P { x | y 1 ) - இலிருந்து அதி பரவளைவு 

1 -இன் குறுக்கச்சிற்கு PN என்ற செங்குத்துக் கோடு 


வரையவும் . 


இஃது அதிபரவளைவை Q புள்ளியில் வெட்டுகிறது 

எனக் 
கொள்வோம் . 


Q புள்ளியின் ஆயத் தொலைகள் (x ) , NQ ) . 


NO ? 


. 


a ? | 


5 


( அ-து) NO 


- 
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P புள்ளி அதிபரவளைவின் வெளியே , மேலே அல்லது உள்ளே 
இருப்பதற்குத் தக்கவாறு 


NP > = 4 NO ஆகும் . 


( அ.து ) 


J > = < ? vx - e . 
y : > = < s ( -1) 


12 


1 . 


a2 


12 


( அ- து ) 


1 > = < 


( அ - து ) - 


11 
52 


< = > 1 . 


2yi 


( அ - து) 


1 < = > 0 . 


a ? 


எனவே , P ( X1 , 11 ) புள்ளி 


< 1 எனின் , வளைவின் வெளியேயும் , 


a 


X1 


= 1 எனின் , வளைவின் மேலும் , 


> 1 எனின் , வளைவின் உள்ளேயும் 


இருக்கும் . 


மாதிரி 1 : அதி பரவளைவு ஒன்றின் குவியம் ( 2 , 1 ) , ஒத்த 
இயக்கு வரை 2x + 3y -- 1 = 0 , மையத் தொலை விகிதம் e = 2 
எனின் , அதன் சமன்பாடு காண்க . 


அதி பரவளைவின் மீதுள்ள யாதேனும் ஒரு புள்ளி P ( x , y , ) 
எனின் , 


ப , வ . - 21 
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குவியம் S { 2 , 1 ) -இலிருந்து P புள்ளிக்கு உள்ள தூரம் 

SP = V (x- 2 ) 2 + (y1- 1 )" . 
2x + 3y - 1 = 0 இயக்கு வரையிலிருந்து P- யிக்குள்ள 


தூரம் 


2x1 + 3y - 1 
PM = 

* V4 + 9 


வரையறையின்படி . 

SP + e.PM. 


SP2 = e2 , PI / ?. 


( அ - து ) { x1-2 ) : + ( y1-1) 


= 4 . ( 2x1 + 3y1-1) 

13 


13 [ x ] * + y : - 4x ! - 2y1 + 5 } 

= 4 [ 4x2 + 9y12 + 1 + 12xy1-4x1-6y1 ] . 
( அ - து ) 3x + 48x1Y : + 23y : + 36x1 + 2y : -61 = 0 . 


எனவே , P ( x + y ) புள்ளியின் இயங்குவழி (அ- து ) அதிபரவளை 
-வின் சமன்பாடு 


3x : + 48xy + 23y : + 33x + 2y - 61 = 0 . 


மாதிரி 2 : 9x – 16y = 144 அதிபரவளைவின் அச்சுக்களின் 
நீளம் , மையம் , குவியங்கள் , மையத்தொலை விகிதம் , செவ்வகலத் 
தின் நீளம் ஆகியவை காண்க . 


9.x - 16y2 = 144. 


( அ - து ) 


ya 
9 


16 


= 1 . 


எனவே , குறுக்கச்சின் நீளம் 2a = 2 , 4 = S . 

துணை அச்சின் நீளம் 26 = 2. 3 = 5 . 


மையம் (x = 0 , y = 0 ) . ( அ - து ) ( 0 , 0 ) . 


அதிபரவளைவு 

323 
மையத் தொலை விகிதம் 8 , பின்வரும் சமன்பாட்டிலிருந்து 
கிடைக்கப் பெறும் . 


b = a (e2 - 1 ) . 


9 = 18 ( e " - 1 ) . 


. 


e 


8 
1 = 

16 


9 
16 


- 


25 
16 


5 


குவியங்கள் ( ae , 0 ) , ( -ae , 0 ) . 


( அ - து ) ( 5 , 0 ), ( --5 , 0 ) . 


252 


9 


-- 


செவ் வகலத்தின் நீளம் 


9 
2 


$ .8 . அதியவளை பின் சமன்பாடு , நீள் வட்டத்தின் சமன்பாட் 
லிருந்து b2- இன் 

குறியில் மட்டும் வேறுபட்டுள்ளது . 
எனவே , நீள் வட்டத்திற்குப் பொருந்தும் பல்வேறு முடிவுகள் 
5 - க்குப் பதில் 52 எனப் பிரதியிடின் அதி பரவளைவுக்கும் 
பொருந்தும் . 


கீழ்க்காணும் முடிவுகள் மாணவர்களுக்குப் பயிற்சியாக விடப் 
பட்டுள்ளன . 


அதிபர வளைவு 


be 


= ! என்ற அதி பரவளைவுக்கு 


( i ) ] = mx + c கோடு , தொடு கோடாக அமையத் தேவை , 
யான கட்டுப்பாடு 
c = Varm – 62 

( பத்தி 7:10 ) . 


( ii ) ( x1- Y1 ) புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு 


yy1 


( பத்தி 7 • 11 ) . 
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( iii ) Ix + my + n = 0 கோடு , தொடு கோடாவதற்குத் 
தேவையான கட்டுப்பாடு 

a / 2 - beme = n * ( அத்தியாயம் 7- மாதிரி 5 ( a ) } . 


( iv) x cosd + y sin d = P. தொடு கோடெனில் , தேவை 
பரான கட்டுப்பாடு 

P * = a cosa - 52 sind ( பயிற்சி 7.1 . 21 )] . 


( v ) 


( x ; > y1 ) புள்ளியிடத்துச் செங்கோடு 


+ 


b / 

1 


= ar --- - 


( பத்தி 7.14 . 


( vi ) குத்துத் தொடு கோடு வட்டம் 

x + y = a - b ( அத்தியாயம் 7 - மாதிரி 4 ) , 


( vii ) துணை வட்டத்தின் சமன்பாடு 

x + y = 


( பத்தி 15 ) . 


( viii ) (x1 , y1 ) புள்ளியிலிருந்து வரையும் தொடுகோடுகளின் 
தொடு நாணின் சமன்பாடு 


y : _ 


( பத்தி 7 26 ] . 


a 


( ix ) ( x , y ) புள்ளியிலிருந்து வரையும் இரட்டைத் தொடு 
கோடுகளின் சமன்பாடு 
T ? = SS ) 

[ பத்தி 7 32) . 


XX | 


- 


1 


g2 


உ 


y 


-1][ * 


g 


(x) (xy , y1 ) - ஐ நடுப்புள்ளியாகக் கொண்ட நாணின் சமன் 
பாடு 

T = S. 


yy1 | 


( அ -து , 


( பத்தி 7.33 ) , 
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( xi ) ( xl , ) ) புள்ளியின் இசைக்கோடு 


PL 
52 


( பத்தி 7-27 ) . 


( xii ) 1x + my + 1 = 0 , 1, x + may + n = 0 


துணையியக் கோடுகளாக அமையத் தேவையான கட்டுப்பாடு 
a11 , - b * 17 ?pm , = 111 ; 

( பத்தி 7.31 ). 


( xii ) Ix + my + 1 = 0 கோட்டின் இசைப்புள்ளி 


bema 


+ 


[ பத்தி 7:28 ) . 


( xiv ) y = myx , y = mex கோடுகள் துணையிய விட்டங் 
களாக அமையத் தேவையான கட்டுப்பாடு 


( பத்தி 7-38 


8-9 . அதி பாவளை வின் துணையிய விட்டங்கள் இரண்டில் ஒன்று 

மட்டும் வளைவை மெய்யான புள்ளிகளில் வெட்டும் 


அதிபரவளைவின் சமன்பாடு 


பர வளைவு ( 1 )-இன் துணையிய விட்டங்கள் 


p = myx , y = nsx எனின் , 


1117 , = 


y = inpx விட்டம் அதி பரவளைவு ( 1 )-ஐ வெட்டும் புள்ளி 
களின் x ஆயத் தொலைகளைப் பின் வரும் சமன்பாட்டின் மூலம் 
பெறலாம் . 


T 


a252 


be_am : 
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ab 


x = = 


Tb2 -am 


( 2 ) 


இவ்வாறே , y = Fm px விட்டம் அதிபரவளைவு { }-ஐ வெட்டும் 
புள்ளிகளின் X ஆயத் தொலைகள் 


x2 


a2b2 
be -amy 


aeb2 

54 
amy 

2 


d bem ) 
ab2m1 


an -- h2 


a ° 1 





Y = + 


Tam1 


a m2_5 " > 0 எனின் , y = mgx அதிபரவளைவை மெய்யான 
புள்ளிகளிலும் , y == mx அவ்வளைவைக் கற்பனைப்புள்ளிகளிலும் 
வெட்டும் . 


+ 


h * -a m > 0 எனின் , y == nyx அதிபரவளைவை மெய்யான 
புள்ளிகளிலும் , y= mgx அல்வளை வைக் கற்பனைப் புள்ளிகளிலும் 
வெட்டும் . 


எனவே . இரு துணையிய விட்டங்களில் , ஒரு விட்டம் மட்டுமே 
அதிபரவளைவை மெய்யான புள்ளிகளில் வெட்டும் . 


மாதிரி 3 : 
ar 

அதிபரவளைவின் தொடுகோடு 

b2 
குத்துத் தொடுகோடு வட்டத்தினை P, Q புள்ளிகளில் வெட்டு 
மெனில் , CP , CO கோடுகள் துணையிய விட்டங்கள் என நிறுவுக . 


- 


அதிபரவளைவு 


குத்துத் தொடுகோடு வட்டம் x +] : 2 = a _b2 


( 2 ) 
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அதிபரவளைவு ( 1 ) -இன் தொடுகோடு 


y = mx + Va m - 52 


தொடுகோடு ( 3 ) , வட்டம் ( 2 ) -ஐ 

P, Q புள்ளிகளில் 
வெட்டினால் , CP , CQ கோடுகளின் சேர்ந்த சமன்பாடு , சமன்பாடு 
( 2 ) -ஐச் சமன்பாடு ( 3 ) -இன் உதவியால் சமபடித்தானதாக மாற்று 
வதன் மூலம் பெறலாம் ( C அதிபரவளைவின் மையம் ) . 


CP , CO கோடுகளின் சமன்பாடு 


x * +y * =[«* _b*)( 


-IPIX 
am - 52 


( அ.து ) ( x + y ) {am _b * ) = [ r " - b ) ( y2-4- m x " - 2mxy). 





x ( arm - h ? - am2 + b 2 ) + 21 (a - b ) xy 

+ y (a m _b -a2 + 6 = 0 . 


( அ.து ) x b ( m * -1) + 2m( a _b2 ) xy! + yea ( n - 1 ) = 0 . 


2 


( அ - து ) 


+ 


2n ( a -1 ) 
a ( 11 " – 1 ) 

-xy + y = 0 


( 4 ) 


} = 171 ) - 


CP , CO கோடுகளின் தனித்தனிச் சமன்பாடுகள் 
y = mgx எனின் , அவைகளின் சேர்ந்த சமன்பாடு 

( y - max) { y - mgx ) = 0 . 


( அ - து ) m mgx * - ( m1 + y ) xy + y : = ) 


சமன்பாடுகள் ( 4 ) , ( 5 )-ஐ ஒப்பிடின் , 


¥771IPL ; = 


42 ஆகும் . 


எனவே , CP , CO துணையிய விட்டங்களாகும் . 


- 


2 


மாதிரி 4 ; 

1 அதிபரவளைவின் குவியங்கள் 
S, S - ஐச் சேர்க்கும் கோட்டை விட்டமாகக் கொண்ட வட்டத் 
திற்கு அதிபரவளைவின் நாண் தொடுகோடெனில் , அந் நாணின் 
அதிபர வளைவைச் சார்ந்த இசைப் புள்ளியின் இயங்கு வழிக் 
காண்க . 
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அதிபரவளை வின் சமன்பாடு 


2 


அவைகளின் 


ஆயத் 


அதன் குவியங்கள் S. S எனின் . 
தொகைகள் முறையே , 

( e , () ) , ( ae , 0 ) . 


SS கோட்டை விட்ட மாகக் கொண்ட வட்டம் 

( x - ae ) ( x + ae ) + ( y - 0 ) y - 0 ) = 0 . 


( 2 ) 


( அ -து ) x + y = are 


அதி பரவளைவின் நாண் PO எனவும் , அந் நாணின் அதிபர 
வளைவைச் சார்ந்த இசைப்புள்ளி ( xy , y ) எனவும் கொள்வோம் . 


( xy , y1 ) புள்ளியின் 


இசைக்கோடு 


( அ - து ) PQ நாணின் 


சமன்பாடு 


XX1 
22 


y ] 
க 


1 


( 3 ) 


நாண் PQ , வட்டம் ( 2 ) -இன் தொடுகோடெனின் , வட்ட 
மையத்திலிருந்து PQ கோட்டிற்கு வரையும் செங்குத் துக் கோட் 
டின் நீளம் , வட்ட ஆரத்திற்குச் சமம் . 


1 


ue . 


" 


X1 


} 


+ 


+ 


2 


1 


( அ- து ) 


+ 


1 
ar+ 2 


[ .. h ? = a ( e -1 ) ] . 


எனவே , ( x1 , y1 ) புள்ளியின் இயங்கு வழி 


+ 


1 
a + 52 | 

எனும் நீள் வட்டமாகும் . 


a + 


அதிபரவளைவு 
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புள்ளி 


மாதிரி 5 : நிலைத்த 

ஒன்றின் வழிச் செல்லும் 
1 - இன் நாண்கள் தம் நடுப்புள்ளிகளின் இயங்கு 
வழிக் காண்க . 


கொண்ட 


அதிபரவளைவு 


{ x1 , } 1 ) -ஐ தடுப்புள்ளியாகக் 
12 2 

= 1 - இன் சமன் பாடு 


T = SL 


XX1 


( அ - து ) 


1 ) 1 


-- 


இந்நாண் ( d , B ) என்ற நிலைத்த புள்ளி வழிச் செல்லுமெனின் , 

dx | By : 

h 


2 


1 


52 


( அ -து ) * (Ka) _ ( -F) = 0 . 


எனவே , ( x ) , } 1 ) புள்ளியின் இயங்குவழி 
xx - d ) 

= 0 . 


y ( 1-3 ) 


மாதிரி 6 : அதிபரவளைவின் மையத்தில் செங்கோணத்தை 
ஏற்கும் நாண்கள்தம் நடுப்புள்ளிகளின் இயங்கு வழிக் காண்க . 


அதிபரவளைவின் சமன்பாடு 
T2 

12 
- 


( 1 ) 


{ x1 , 1 ) -ஐ நடுப்புள்ளியாகக் கொண்ட ( 1 )-இன் நாணின் 
சமன்பாடு 


T = S1 


( அ - து ) 


+ 


yya/ 
5 " 


11 
52 


( 2 ) 


இந்நாண் 2 ) அதிபரவளைவு ( 1 )-ஐ வெட்டும் புள்ளிகள் P , Q 
எனக் கொள்வோம் . அதிபரவளை வின் மையம் ( எனின் , CP , CO 
கோடுகளின் சேர்ந்த சமன்பாடு 
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IxX 


] } | 


}:? 


a2 


) . 


5) 


21 


h ? 


X ] 


1 


1x| 


12 


( 2 


( அ - து ) 


* ( * -( - ) ( - ) 


7,4 


) 


1 


( 


79) 


. 


1x 


y 


_PCO = 90 ஆதலின் , 


x- இன் கெழு + -- இன் கெழு = 0 .; 


1 


{ 


a ? | 


11 

2 


D 


1 


54 


+ 


*}+ 


* 


* 1 


1 


1 


T 2 


1 


( அ - து ) 


+ 


a ? 


62 


XI 


( அது ) + - ( - , ) (-- - ) . 


எனவே , (xy , y ] } புள்ளியின் இயங்கு வழி 


X| 


* + - ( 

**) ( + - + ) 


+ 


அதிபர வளைவு 


பயிற்சி 8.1 . 


பின் வரும் அதிபரவளைவின் சமன்மபாட்டைக் காண்க . 
( i ) குவியம் ( 1 , 2), ஒத்த இயக்குவரை 2x +y - 1 = 0 .. 

மையத் தொலை விகிதம் 13 . 


( ii ) குவியம் ( -1 , -1 ) , ஒத்த இயக்குவரை 

x - y + 1 = 0 , மையத் தொலை விகிதம் 2 . 


( iii ) குறுக்கச் சு , துணையச்சு நீளங்கள் முறையே 3 , 4 

அவைகளின் சேர்ந்த சமன்பாடு xy -- () . 


( iv ) குவியங்களுச்கு இடையேயுள்ள தூரம் 16. மையத் 

தொலை விகிதம் 12 . 


2. 9x -- 16ya - 72x - 32y - 16 = 0 என்ற அதிபர 

வளைவின் மையம் , மையத் தொலை விகிதம் , குவியங்கள் , 
இயக்குவரை கள் காண்க . 


என்ற அதிபர 


3. 9x2 - 1612 18x - 84y + 89 = ) 

வளை வின் மையம் , குவியங்கள் காண்க . 


4. 9 ( 3x - 4y - 12 ) --- 4 ( 4x - 3y - 12 ) = 900 என்ற 

அதிபரவளை வின் மையம் . குவியங்கள் காண்க , 


5. 9x2 - 1 $ y - 18x - 64y - 199 = ( ) என்ற அதி 

பரவளைவின் மையம் , மையத் தொலை விகிதம் . அச்சுக் 
களின் நீளங்கள் காண்க . 


+ 


1 அதிபரவளைவின் நாண் x + y2 = c2 


நடுப் 


வட்டத்தின் தொடுகோடெனில் , அந் நாணின் 
புள்ளியின் இயங்கு வழி 


( F ) - * + ;" )என நிறுவுக.. 


12 


2 


7.) 


2 = 1 அதிபரவளைவைச் சார்ந்த + = 1 
நீள் வட்டத்தின் மீதுள்ள ஒரு புள்ளியின் இசைக்கோடு 
நீள் வட்டத்தைத் தொடுமென நிறுவுக . 
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12 


1 அதி பரவளைவுக்கு P புள்ளியிடத்துத் 
தொடு கோடு குறுக்கச்சை Q புள்ளியில் வெட்டுகிறது . 
இப் பர வளைவுக்கு P- யிடத்துச் செங்கோட்டின் மீது 
குவியங்கள் S , S -இலிருந்து வரையும் செங்குத்துக் 
கோடுகள் SL , S L எனின் , இவைகளின் இசை இடை 
( harmonic mean) PQ என நிறுவுக . 


9. x - y = a " என்ற வளைவின் மையம் ( . இவ் 

வளைவுக்கு P புள்ளியிடத்துத் தொடு கோட்டை 
C- யிலிருந்து வரையும் செங்குத்துக் கோடு புள்ளியிலும் , 
அதிபரவளைவை M புள்ளியிலும் வெட்டுகிறதெனின் , 
CL.CM = a என நிறுவுக . 


10. x" + y = a2 வட்டத்தின் மீதுள்ள P புள்ளியிலிருந்து 

x " - y = a என்ற வளைவுக்கு வரையும் தொடுகோடு 
களின் தொடு நாண் LM எனின் , அந் நாணின் நடுப் 
புள்ளியின் இயங்கு வழி (x2 - y " ) 2 = a ( x + y " ) என 
நிறுவுக . 


மையத்திலிருந்து d தொலைவிலுள்ள 

= 1.இன் 

aa 
நாண்கள் தம் இசைப் புள்ளிகளின் இயங்கு வழிக் காண்க . 


12 . 


x - y2 = a - 52 வளைவில் யாதேனும் ஒரு புள்ளியி 

x2 
லிருந்து 

a2 + 

1 - க்கு வரையும் 
கோடுகள் ஆயங்களுடன் நிரப்புக் கோணங்கள் (comple 
mentary angles ) பிறப்பிக்கும் என நிறுவுக . 


13 . 


x2 + y = a வட்டத்தின் நாண் 

= 1 அதி 

62 
பரவளைவைத் தொடுமெனின் , அந் நாணின் நடுப் 
புள்ளியின் இயங்கு வழி ( x2 + y ) 2 

bey " 
என நிறுவுக . 


14 . 


1 


அதி பரவளைவின் 


தொடுகோடு 


52 


x2 


1 நீள் வட்டத்தை 


P, 0 புள்ளிகளில் 


62 


833 


அதிபர வளைவு 


வெட்டு மெனின் , PQ நாணின் நடுப் புள்ளியின் இயங்கு 

12 

* 
வழி + 
52 

என நிறுவுக . 


2 


15 . 


2 

1 அதி பரவளைவின் P புள்ளியிடத்துச் 
செங்கோடு துணையச்சை Q- லில் வெட்டுகிறது . S. S 

SO2 | 
அதிபரவளை வின் குவியங்களெனின் , 


SP.SP ஒரு நிலை 


யெண் என நிறுவுக . 


விடைகள் 


1 . 


( i ) 7x2 + 12xy - 2y - 2x + 14 -- 22 = 0 ; 


(ii ) x3 4xy + y + 2x - 81 = 0 ; ( iii ) 18x - 9y : 
= 36 ; ( iv ) x2 - y = 32 


2. ( i ) ( -4 . – 1 ) ; 


5 . 
4 


( 1 , -- 1 ) ; ( -9 , - 1 ) ; 5x + 4 = 0 ; 


5x + 36 = 0 . 


2 ) , குவியங்கள் ( 1 , 3 ) . { 1 , --7 ) . 


84 
25 ) 


-12 
25 


84 +1513 

25 


- 12 + 15113 

25 


. 


( 84 


84 - 15113 

25 


12 - 15113 

25 


131 ) 


5. ( 1 , -2 ); 


5 
4 * 


8 ; 6 . 


11 . 


+ 


a | 


4 


8.10 . 


துணையலகுகள் 


(a secs , b tan G ) எனும் புள்ளி 8 - இன் அனைத்து மதிப்புக் 
களுக்கும் 

= 1 பரவளை வில் 

பொருந்தும் . 
எனவே ஐத் துணையலகாகக் கொள்ளலாம் . 


என்ற 


a2 
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- 


8-11 


அதிபரவளைவு 


1 - இல் 9 , - புள்ளிகளைச் 


சேர்க்கும் நாணின் சமன்பாடு 


42 


P10) , Q ( ) என்பலை அதிபரவளைவு மீதியிருக்கும் இரு 
புள்ளிகள் 

எனின் . அவைகள் தம் ஆயத்தொலைகள் முறையே 
• ( a sec 9 , b tan G ) , ( a secy , b tall p } . 


. 


நாண் PQ- வின் சமன்பாடு 
y -- b tana 

x - a seca 
b tan 0 - b tan o u seco - a secp 


(அ-து ) - tan a 


b ( tana - tan p ) 

(x - a sec ) 
tal ( sec9_sect ) 


sins 


h 


sing 
cos 

1 


cos 


( x_ { sec 9) 


1 


Cosg 


COSO 


h ( sin a cos p - cos a sin p ) 

( x - u sec ) 
a { coso - cosa ) 


fb siin ( 0-9 ) 

( x -- a secG) 
1 { ccsp - cos 6) 


2bsin 


COST 


( x - a sec ) 


2 t ! Sin 


G + 

2 


sin 


2 


b cos 


2 

( x - usecG ) . 
8 + p 
2 


a sin 


G + ? 
sill -ab ta13 9 sin 


G + 


( அ - து ) ay 


-- 


= bx cos 


--ab sec ) cos 


2 


அதிபரவளைவு 
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* sin 


இரு பக்கமும் ab ஆல் வகுப்பின் , 
G + p X 9 

COS 
2 

2 

0+ 
= tan a sin 

2 


4 


seccos 


2 


1 
2 cos 


2 sin a sin 


9 + - 

2 


2cos 


2 


1 
2 cos a 


9 - 
COS 


+39 


-- cos 


* ) 

2 ) 
ட் ) 


2 cos 


2 


[ 

| 
[ 


1 
2 cosG 


+ 391 
2 


9 
+ cos 


COS 


1 
2 cose 


9 + 
2 cos 

2 


cos 


COS 


2 


PQ நாணின் சமன்பாடு 


9+ 


G + 9 . 


} 
b 


sin 


-|| 


COS 


COS 


2 


2 


9+ 


( அ - து ) 


9 9 
COS 
a 

2 


|| 


sin 


G + 
= COS 

2 


2 


b 


-8-12 . 


P ( 0) புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு 


x2 
a2 


b2 

= 1 அதி பரவளைவில் 


P ( 0 ) , Q (9 ) புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் நாணின் சமன்பாடு 

0 

} 9 + 

9+ 
COS 

sin 

= COS 
2 


X 


- 


( 1 ) 


- 


Q ( p ) புள்ளி , P (0 ) புள்ளியை நெருங்கி முடிவில் அதனுடன் 
பொருந்தும் போது PQ நாண் P புள்ளியிடத்துத் தொடு 
கோடாகும் . 


536 
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- 


9 எனப் 


பிரதியிடின் 


எனவே , சமன்பாடு ( 1 ) -இல் , . 
P (G ) புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு 


Y 


9 +0 


cas 


8 - 0 

2 


sin 


0-9 
= COS 

2 


2 


( அ - து ) 


cos 


} 
b 


sing 


= cos G 


( அ - து ) 


sin 


= cs ) 


இரு பக்கமும் cos 7 - ஆல் வகுப்பின் , 


1 
cos 


sin 
cos 


[ 1 


* 

seco 


] 


( அ - து ) 


tang 


8-13 . P ( a ) புள்ளியிடத் துச் செங்கோடு 


y 


அதிபரவளை வுக்கு 


aa 


52 


P ( 0 ) புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு , 


x | 


seco - 





tan 0 = 1 . 


தொடுகோட்டின் சரிவு 


b sec 
+ 

a tan ) 


எனவே , செங்கோட்டின் சரிவு 


a tano 
b secg 


P (0 ) புள்ளியிடத்துச் செங்கோடு 

a tang 
y - btan 9 

( x - aseca) . 


b seco 


( அ-து ) by seco - 62 sces tang -- - xar tan e - a tang sec ) -- 


( அ - து ) xa tan G + by secd = ( a + b " ) sec g tan ) . 
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இரு பக்கமும் sec g tan 9 - வால் வகுப்பின் , 
xa 

by 
+ 

= a + 52 . 
seco 

tan 


8-14 . தொலைத் தொடுகோடுகள் ( Asymptotes) 


முழுவதும் கந்தழியில் ( infinity ) இல்லாமல் , ஆனால் அதிபர 
வளைவைக் கந்தழிப்புள்ளியில் ( point at iafinity ) தொடும் கோடு , 
தொலைத்தொடு கோடு எனப்படும் . 


8-15 . தொலைத்தொடு கோடுகளின் சமன்பாடு 


y = mx + c 


( 2 ) 


எனும் கோடு 


எனும் அதிபரவளைவை வெட்டும் புள்ளிகளின் x ஆயத்தொலைகள் , 


( x + c ) 

be 


( 3 ) 


... 


என்ற சமன்பாட்டிலிருந்து கிடைக்கப்பெறும் . 


m2| 


2micx 


( அ-து ) 


- ( +1 ) -0 . 


aa 


- .. 


( அ - து ) x* (b - am ) - 2nca " x - a ( b + c ) = 0 


( 4 ) 


y = mx + c, அதி பரவளைவு ( 2 )- இன் தொலைத் தொடு 
கோடெனின் , சமன்பாடு ( 4 )-இன் தீர்வுகளின் மதிப்புக்கள் 
இரண்டும் கந்தழியாகும். 


be - am = = 0 , mca ? = 0 . 


b 


எனவே , 


ms = 


a> c = 0 . 


தொலைத் தொடு கோடுகளின் சமன்பாடுகள் 


b 
y = = 

a 
ப.வ. - 22 
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b 


h 
(அ - து ) = 


X. 


X 


( அ - து ) 


y 
6 


0 , 


یاد 


y 


( அ - து ) 


= 0 


(5) 


சமன்பாடுகள் ( 3 ) , ( 5 )-இலிருந்து அதி பரவளைவும் , அதன் 
தொலைத் தொடு கோடுகளும் எண்ணுறுப்பில் மட்டும் வேறு பட்டி 
ருக்கும் என அறியலாம் . 


8-16 . 


777 = + 


5 
a 


c = 0 எனின் , 


பத்தி 8.15 - இல் சமன்பாடு ( 4 ) -இல் , x -இன் கெழு மட்டும் 
பூச்சியமாகும் . 





சமன்பாடு ( 4 )-இன் தீர்வுகளில் ஒன்று மட்டும் கந்தழி 
யாகும் . 


உள்ள 


எனவே , தொலைத் தொடுகோடுகளுக் கிணையாக 
கோடுகள் அதி பரவளைவை முடிவுள்ள புள்ளி ( finite point ) 
ஒன்றிலும், புள்ளி (point at infinity ) 

ஒன்றிலும் 
வெட்டும் . 


முடிவிலிப் 


-3-17 . தொலைத் தொடுகோடுகளின் சமன்பாடுகள் 


a 


( அ- து ) y = = 


இவைகள் ஆதிவழிச் செல்லும் கோடுகள் . மேலும் , x ஆயத் 
துடன் இவைகள் சமச் சாய்விலுள்ளதால் , x ஆயம் இவைகளுக் 
கிடைப்பட்ட கோணத்தின் உள்ளிரு சமவெட்டியாகும் . 


தொடு கோடுகளின் 


இடையேயுள்ள 


இவ்விரு தொலைத் 
கோணம் 29 எனின் , 


b 


tang 


2 
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a + b2 





sec 9 = 1 + | 


are2 
22) 


= e2 . 


as 


12 





secs 


(அ- து ) 9 = sec - 1 ( e) . 


இடையேயுள்ள 


எனவே , தொலைத் தொடுகோடுகளின் 
கோணம் 2 sec- 1 (e ) . 


( அல்லது ) 


2 tan - 1 


( i ). 


8-18 . ஆதியிலிருந்து அதிபரவளைவுக்கு வரையும் இரட்டைத் 
தொடுகோடுகள் 

x2 y 
அதிபரவளைவின் மையத்தில் (ஆதி ) இருந்து 22 
அதிபரவளைவுக்கு வரையும் இரட்டைத் தொடுகோடுகளின் 
சமன்பாடு 


T2 = 

SS1 


( * - * -1) - ( * - - 1 ) (3 - - 1) 
- * - * - ) 

[ = 8 ). 


( அ - து ) 


x2 


y? 


( அ - து ) 


52 50.) 


இது தொலைத் தொடுகோடுகளின் சமன்பாடாகும் . 

எனவே , தொலைத் தொடுகோடுகள் , மையத்திலிருந்து அதிபர 
வளைவுக்கு வரையும் இரட்டைத் தொடுகோடுகள் என வரை 
யறுக்கலாம் . 


8.19 , அதி பாவளை வின் மீதுள்ள ஒரு புள்ளியிலிருந்து தொலைத் 

தொடுகோடுகளுக்கு வரையும் செங்குத்துக் கோடுகளின் 
பெருக்குத் தொகை ஒரு மாநிலியாகும் . 


அதி பரவளை வின் சமன்பாடு 

y 


r 
al 


( 1 ) 
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தொலைத் தொடு கோடுகள் 


( 2 ) 


* 


( அ - து ) 


T 


= 0 , 


x| 
a 


- 


y 
b 


அதி பரவளைவின் மீதுள்ள யாதேனும் ஒரு புள்ளி P {xy } } } 
எனின் , அப் புள்ளியிலிருந்து தொலைத் தொடு கோடுகளுக்கு. 
வரையும் செங்குத்துக் கோடுகளின் நீளங்கள் முறையே , 


X1 


+ 

6 


X1 
a 


1 
b 


1 


1 


1 


M 


1 
a 


- 


+ 


இவைகள் தம் பெருக்குத் தொகை 


2 


X1 


211 


1 


a ? 


1 


1 
a 


+ 


1 


1 
* 


1 


1 


+ 


1 
62 ) 


a2 


- 


as + 52 


= ஒரு மாறிலி . 


8-20 . 
a? 52 

= 1 அதிபரவளை வின் மீதுள்ள யாதேனும் ஒரு 
புள்ளி P- யிலிருந்து குறுக்கச்சுக்கு வரையப்படும் செங்குத் 
துக்கோடு அதிபரவளைவை Q புள்ளியிலும் , தொலைத் தொடு 
கோடுகளை P , Q புள்ளிகளிலும் வெட்டி னால் , PP . QQ =b2 


P புள்ளியின் ஆயத்தொலைகள் ( x , y ) எனக்கொள்வோம் . 
P புள்ளியிலிருந்து x ஆயத்திற்கு 

PN என்ற 

குத்துக்கோடு 
வரையவும் . இது வளைவை மீண்டும் புள்ளியிலும் , தொலைத் 
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| N 


படம் 81 


வெட்டுகிறது 


எனக் 


தொடுகோடுகளை P , புள்ளிகளிலும் 
கொள்வோம் . 


CN = x ), NP = y = > < x - a 


6 
P புள்ளி y = என்ற தொலைத் தொடுகோட்டின்மீது 

aal 
அமைந்திருப்பதால் , P புள்ளியின் ஆயத்தொலைகள் 


₹ 1 


a 


b 


: PP = NP - NP = 


X1 


4 


b 


Tx ? -a ). 


4 


b 


இவ்வாறே , QQ 


x + Vx - a ). 


4 


b 


5 
PP .0g = | 


[ x1 + 1x ? -a ) 


A 


(x - Vx : -a ) 
** [x - (x - a )] 


b 
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- 


42 


aa ) 


ya| 


8-21 . 


aa 


32 

அதிபரவளை வின் குவியத்திலிருந்து 
தொலைத்தொடுகோட்டிற்கு வரையும் செங்குத்துக் 
கோட்டின் அடிப்புள்ளி ஒத்த இயக்கு வரையும் , துணை 
வட்டமும் வெட்டும் புள்ளியாகும் 


F 


5 A 


S 


படம் 82 


குவியம் S- இன் ஆயத்தொலைகள் 
கோடு 


( ae , 0 ) , தொலைதொடு 


* - * - ) 


எனக்கொள்வோம் . 


கோடு ( 1 )-க்குச் செங்குத்தாக 3 வழிச் செல்லும் கோட்டின் 
சமன்பாடு 


} - 0 = 


- (x - ae). 


( 2 ) 


( அ -து ) 

ax + by = are 
இச்செங்குத்துக்கோடு , தொலைத் தொடுகோட்டை வெட்டும் புள்ளி 
F எனக் கொள்வோம் . 
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( 1 )-இலிருந்து y = 


b 
a 


இதை ( 2 ) - இல் பிரதியிடின் , 


5 . 


ax + 5 . 


X = are . 


4 


(அ.து ) * ( a + b ! ) = ae. 


ae 


( 


se 
a ? - 52 


b 
N = 


a 


b 


e 


e 


எனவே , F புள்ளியின் ஆயத்தொலைகள் 


( - ) 


a 


என்ற 


இயக்கு 


வரையின் 


e 


இதிலிருந்து F புள்ளி x = 
மேலமையும் என்பது தெளிவாகிறது . 


மீண்டும் , CF = 


V ( :-) + ( 2 ) 
V ++ * 

+ -V 


a " + 52 


are ? 
22 


Va ? = a . 


இதிலிருந்து F புள்ளி x + y = a என்ற துணை வட்டத்தின் 
மேலமையும் என அறிகிறோம் . 


எனவே , F புள்ளி , துணை வட்டமும் , ஒத்த இயக்கு வரையும் 
வெட்டும் புள்ளியாகும் . 
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8 •22 . ax : + 2hxy + by : + 2gx + 2fy + c = 0 என்ற அதி 

பரவளை வின் தொலைத் தொடு கோடுகன் காணல் 


அதி பரவளைவும் , அதன் தொலைத் தொடுகோடுகளும் அவை 
களின் சமன்பாடுகளில் எண்ணுறுப்பில் மட்டுமே வேறு 
பட்டிருக்கும் என நாம் முன்னர்க் கண்டோம் . 


எனவே , அதி பரவளை வின் சமன்பாடு 

ax ? -- 2hxy + by : + 2gx + 2fy - + c = 0 எனின் , 


தொலைத் தொடு கோடுகளின் சேர்ந்த சமன்பாடு 

ax2 + 2hxy + by * + 2gx + 2fy + c = 0 ஆகும் . 


இச் சமன்பாடு இரட்டைக் கோடுகளைக் குறிக்கத் தேவை 
யான கட்டுப்பாட்டைப் பயன்படுத்தி C மதிப்பைப் பெறலாம் . 


மாதிரி 7 : அதி பரவளைவுக்கு P புள்ளியிடத்து வரையும் 
தொடு கோடு , தொலைத் தொடுகோடுகளை Q , R புள்ளிகளில் 
சந்திக்கின்றதெனின் , QR- இன் நடுப் புள்ளி P என நிறுவுக . 
அதி பரவளைவு மையம் C எனின் , முக்கோணம் COR-இன் பரப்பு 
காண்க . 


அதி பரவளை வின் சமன்பாடு 
x 

y 

= 1 . 


P புள்ளியின் ஆயத்தொலைகள் (a sec ) , 
கொள்வோம் . 


b tan a) எனக் 





P புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு 


* 


sec 0 - X 


tan 3 


4 


இத் தொடுகோடு , 


R 


-- 


y 
b 


- 0 


( 2 ) 


2 


+ 


} 
5 


(3) 


. 
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என்ற தொலைத் தொடுகோடுகளை முறையே .. R புள்ளிகளில் 
சந்திக்கு மெனின் , Q , R புள்ளிகளின் ஆயத்தொலைகள் 
a cos b cosG 

a cos G -- b cos 31 
1 -- sin () 1 - sing) 1 + sing 1-+ sing] 


8 ) 


QR கோட்டின் நடுப்புள்ளி (x1 , y1 ) எனின் , 


a cos 


1 
2 


a cos ) 
1 -- sing 


+ 


1 


- 


a cos ) 


( 


1 + sing + 1 - sin 

1 -- sing 


= 


2 
a cos3 . 

cos : 9 


- 


= a sec ) 


cos 


1 


- b cos ) 
1+ sing 


b cosG 

+ 
1 - sing 


} 1 = 


1 + sina - 1 + sin a 

1 -sia G 


= bcos 6 



b cos G. 


2 sin G 
cos29 


= b tang. 


( அ - து ) QR-இன் நடுப் புள்ளி ( a sec ) , btan 9) ஆகும் . 


"இது P புள்ளியின் ஆயத் தொலைகள் ஆதலின் , QR- இன் 
தடுப் புள்ளி P ஆகும் . 


மீண்டும் , C புள்ளியின் ஆயத் தொலைகள் ( 0 , 0 ) ஆதலின் , 


| 


ACRO 


[ 


a cos 
- sin ) 


- bcos 9 
1 + sino 


a cosG 
1 + sing 


( 


--b cos 91 
1 - sing 


) ] 
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1 
2 


- ab cos - 9 
1 - sin G 


al cos " 6 
1 -- sing 


1 


- 2ab cosa 

cos0 


] 


2 


( 

- 200 ) 


| 
2 


= - ab . 


எனவே , CQR முக்கோணத்தின் பரப்பு ab ஆகும் . 


மாதிரி 8 : தொலைத்தொடு கோட்டின் மீதுள்ள யாதேனும் 
ஒரு புள்ளியின் 

a ? 

= 1 அதிபரவளைவைச் சார்ந்த இசைக் 
கோடு அத்தொலைத் தொடுகோட்டிற்கிணை என நிறுவுக . 
அதிபரவளை வின் சமன் பாடு 

12 
53 


தொலைத்தொடுகோடு 


X 
b 


-- 


= 


0 


{ 2 } 


எனின் , அதன் சரிவு = * 


தொலைத் தொடுகோடு ( 2 )-இன் மீதுள்ள யாதேனும் 
புள்ளி ( x ] , y ] ) எனின் , அப்புள்ளியின் ( 1 ) -ஐச் சார்ந்த இசைக் 
கோடு 


XX1 
g ? 


yy1 


இதன் சரிவு 


a ya 

b2x1 


bx ] 


D 


a 


b 


h 


( 
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( அ - து ) தொலைத் தொடுகோடு ( 2 ) -இன் சரிவும் , இசைக் 
கோடு ( 3 )-இன் சரிவும் சமம் . 


எனவே , இசைக்கோடு தொலைத்தொடு கோட்டிற்கு இணை . 


* 


மாதிரி 9 : 
a 

= 1 - இன் செங்கோட்டு நாண்கள் தம் 
அதிபரவளைவைச் 

சார்ந்த 

இசைப்புள்ளிகளின் இயங்குவழி 
56 

= ( a + b ) 2 என நிறுவுக . 


2 


( 1 ) 


அதிபரவளைவு 


aa 


அதி பர வளைவு ( 1 ) -இன் 9 புள்ளியிடத்துச் செங்கோடு 


ax 
sec g 


by 
tan 


= a? + 52 


கோடு ( 2 )-இன் இசைப் புள்ளி (x1 , ) 1 ) எனக் கொள்வோம் . 


ஃ (x | , y1 ) புள்ளியின் இசைக் கோடு 


yy1 
be 


( 3 ) 


... 


a2 


சமன்பாடுகள் ( 2 ) , ( 3 ) ஒரே நேர்க் கோட்டைக் குறிக்கும் . 


secG 
X1 


- 


b 
tan 
11 
b ? 


= a ? + 52 . 


( அது ) 


h3 
Y ] tang 


= a + 53 . 


X1 sece 


. 


sec 


a 
x; ( a + b ) 


tan 9 


yi ( a + b2 ) 


, 


sec G -- tang = 1 ஆதலின் , 
as 

b8 
x 12 ( a + b ) ? y ( a + b ) 2 | 
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ஃ 


( x ) , y1 ) புள்ளியின் இயங்கு வழி 


as 
x2 


- 


5 " 
2 


= ( a + b ) " . 


என்ற 


மாதிரி 10 : 4x + 3y - 7 = 0 , x - 2y + | 
தொலைத் தொடு கோடுகளைக் கொண்ட அதி பரவளைவு ( 2 , 3 ) 
புள்ளி வழிச் செல்லின் , அதி பரவளைவின் சமன்பாடு காண்க . 


தொலைத் தொடு கோடுகளின் சேர்ந்த சமன்பாடு 

( 4x + 3y - 7 ) ( x - 2y - 1 ) = 0 . 


எனவே , அதி பரவளைவின் சமன் பாடு 

( 8 +- 3y - 7 ) (x - 2y - 1 ) - K. 


இது ( 2 , 3 ) புள்ளி வழிச் செல்லின் , 

(8+ 9 - 7 ) ( 2 – 6 - 1 ) = K. 


( அ - து ) K = ( 10 ) ( - 5 ) = 


-50 . 


. 


அதி பரவளை வின் சமன்பாடு 

( 44x + 3y --7 ) ( x - 2y - 1 ) = - 50 . 


( அ - து ) 


4x * -- 5xy - 8y ? - 11x + 11y + 57 = 0 , 


பயிற்சி 8.2 . 


a ? 


1. /x + my + n = () கோடு 

= 1 அதிபரவளை 
வின் தொடுகோடெனில் , தேவையான கட்டுப்பாடு 
காண்க . 


12 


2. 1x + my + n = 0 கோடு 


= 1 அதிபரவளை 
தேவையான கட்டுப்பாடு 


வின் செங்கோடெனில் , 
காண்க . 


3. ஒரு நேர்க்கோடு அதிபரவளைவை P , Q புள்ளிகளிலும் , 

அதன் தொலைத்தொடுகோடுகளை P , புள்ளிகளிலும் 
வெட்டினால் , PP = QQ என நிறுவுக . 
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4 , 3x2-5y3 = 8 அதிபரவளைவின் தொலைத் தொடுகோட் 

டின் மீதுள்ள யாதேனும் ஒரு புள்ளியின் இசைக்கோடு , 
அத் தொலைத் தொடுகோட்டிற் கிணை என நிறுவுக . 


5 . 


அதிபரவளைவின் குவியங்களில் ஒன்று ஆதியாகும் . 
அதன் மையத் தொலை விகிதம் - 2 , ஒத்த இயக்குவரை 
x + y + 1 = 0 எனின் , அதிபரவளைவின் தொலைத் 
தொடுகோடுகளின் சமன் பாடுகள் காண்க . 


6. 3x - 2y2 + 4x - 6y = 0 அதி ர வளைவின் தொலைத் 

தொடுகோடுகளின் சேர்ந்த சமன்பாடு காண்க . 


7. 3x " - 5xy - 2y : + 5x + 11y - 8 = 0 அதிபர 

வளைவின் தொலைத் தொடுகோடுகளைக் காண்க . 


p2 


8 . 


42 


62 


= 1.இன் செங்கோடுகளுக்கு அதிபரவளை 
வின் மையத்திலிருந்து வரையும் செங்குத்துக்கோடு 
களின் அடிப்புள்ளிகள் தம் இயங்குவழி 


* 


b 


2 


as + 53 
x + y 


) 


என நிறுவுக . 


12 


9 . 


= 1 அதிபரவளைவின் செங்கோட்டு நாண் 
களின் நடுப்புள்ளிகள் தம் இயங்குவழி 


y 


as 


x2 
a 


*) ( 


* 
12 ) 


= a + b என நிறுவுக . 


10. ( புள்ளியை மையமாகக் கொண்ட * 

= 1 அதி 
பரவளைவின் P புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு , தொலைத் 
தொடு கோடுகளை L , M புள்ளிகளில் வெட்டினால் , 
CLM முக்கோணத்தின் சுற்றுவட்ட மையத்தின் ( circum 
centre )) இயங்குவழி 4 {ax" - bey ) " ( a + b ) " 
என நிறுவுக . 


- 


11. தொலைத் தொடுகோடுகளின் இடையேயுள்ள கோணம் 

2. எனின் , அதிபரவளைவின் மையத் தொலை விகிதம் 
sec / என நிறுவுக . 
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12 . 


அதிபரவளைவின் குவியங்கள் S, S . 
குவியங்களிலிருந்து அதிபரவளைவின் தொடுகோட்டிற்கு 
வரையும் செங்குத்துக்கோடுகளின் அடிப் புள்ளிகள் 
M , M எனின் , இவ் விரு புள்ளிகள் துணைவட்டத்தின் 
மீதமையும் என நிறுவுக . SM . S M = 52 எனவும் 
நிறுவுக . 


13 , அதிபரவளைவு ஒன்றின் தொலைத் தொடுகோடுகளுள் 

ஒன்று x - 2y + 3 = 0 , மற்றொன்று 3x = 2y கோட்டிற்கு 
இணை கோடாகும் . அதிபரவளைவு ஆதிவழிச் செல்கிறது , 
ஆதியிடத்து அதன் தொடுகோடு 

எனில் , 
அதிபரவளைவின் சமன் பாடு காண்க . அதன் மையம் ) 
ஆயத்தின் மீதமைந்துள்ளது என நிறுவுக . 


14 . 


a2 


53 

= 1 அதிபரவளைவின் தொடுகோடுகளுக்கு 
அதன் மையத்திலிருந்து வரையும் செங்குத்துக்கோடுகள் 
தம் அடிப்புள்ளிகளின் இயங்கு வழிக் காண்க , 


15. x " - y = a2 அதிபரவளைவின் செங்கோட்டு நாண்களின் 

நடுப் புள்ளிகள் தம் இயங்குவழிக் காண்க . 


16 . 


18x" --- 9y = 144 அதிபர வளை வின் * = 2y என்ற 
விட்டத்தின் துணையிய விட்டம் காண்க . 


17. அதிபரவளைவின் செங்கோட்டிற்கு , அதன் மையத்தி 

லிருந்து வரையும் செங்குத்துக்கோடு அதிபரவளைவை 
மெய்யான புள்ளிகளில் சந்திக்காது என நிறுவுக . 


18 . 


2x + 5xy + 2 / - 11x - 73-4 = 0 என்ற அதிபரவளை 
வின் தொலைத்தொடு கோடுகளின் சமன்பாடு காண்க . 


y2 


= 1 அதிபரவளைவின் தொடுகோடு , அதி 
பரவளைவின் தொலைத் தொடுகோடுகளுடன் அமைக்கும் 
முக்கோணத்தின் மையக் கோட்டுச் சந்தி ( centroid ) 
மற்றோர் அதிபரவளைவின் மீதமையும் என நிறுவுக . 
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20. X - X 


அதிபரவளைவின் 


குவியங்களைச் 


சேர்க்கும் கோட்டினை விட்டமாகக் கொண்ட வட்டத்தின் 
தொடுகோடுகளின் அதிபரவளைவைச் சாரந்த இசைப் 
புள்ளிகள் தம் இயங்கு வழிக் காண்க . 


விடைகள் 


52 
1 . al – bam? = n . 

{ a + b ) " . 
2 . 

" | 
5. xy + x + y + 1 = 0 . 6. 18x2 - 12y3 + 24x - 36y -- 19 = 0 . 
7. 3x2-5xy - 2y + 5x + 11y - 16 = 0 . 18. (x - 2y + 3 ) 
{ 3x - 2y + 3 ) = 9 . 14. ( x + y ) =ax - bay) . 15. ( x - y2 )* 

+ 4a x y ? = 0 . 18. 32x - 9y = 0 . 18. 2x + 5xy + 2y - 11x 
-7y + 5 = 0 . 20 . 

+ 

a +2 


1 


a | 


: 8-23 . 


துணையிய அதி பரவளைவு ( Conjugate Hyperbola ) 


கொடுக்கப்பட்டுள்ள அதிபரவளைவின் குறுக்கச்சு , துணையச்சு 
ஆகியவைகளை முறையே துணையச்சு , குறுக்கச்சாகக் கொண்ட 
அதிபரவளைவு கொடுக்கப்பட்டுள்ள அதிபரவளைவின் துணையிய 
அதிபர வளைவு எனப்படும் . 


y : 
( அ - து ) 

= 1 என்ற அதிபரவளைவின் துணையிய 
அதிபர வளைவின் சமன்பாடு 


a 


2 ) 


( அ - து ) 


1 . 


a2| 


இவ்விரு அதிபரவளைவுகளுக்கும் , 


என்ற தொலைத் தொடு கோடுகள் பொதுவானவை . 


அதிபரவளைவு 


12 
ae 


--- 


.. 
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> x 


படம் 


83 . 


தொலைத் தொடு கோடுகள் 


( 2 ) 


42 


துணையிய அதிபரவளைவு 

x2 
a 


= - 1 


ஆதியை (c , B) புள்ளிக்கு மாற்றி , ஆயங்களை 9 கோணம் 
சுழற்றினால் , புது ஆயங்களைப் பொறுத்துச் சமன்பாடுகள் 
( 1 ) , ( 2 ) , ( 3 ) 


( d + x cos 9 - ysin a ) ? 


( B + x sin G + ycos 9 ) 


( a + x cos 9 -- ysine ) 2 


{ B + x sin G + ycos 9 ) 

52 


( B + xsis G + ycos 8) 


( + x cos 9 - ysin g ) 2 

a2 
என்றாகும் . 


52 


எனவே , ஆதியை மாற்றினும் , 

ஆயங்களை 

மாற்றினும் 
தொலைத் தொடுகோடுகளின் சமன்பாடு அதிபரவளைவின் சமன் 
பாட்டிலிருந்து எண்ணுறுப்பில் மட்டுமே வேறுபட்டிருக்கும் . 
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மேலும் , துணையிய 

அதிபரவளைவின் சமன் பாடும் தொலைத் 
தொடுகோட்டின் சமன்பாட்டிலிருந்து அதே எண்ணுறுப்பில் 
மாறுபட்டிருக்கும் . 


ஆகவே , H = 0 , A = 0 , C = ( என்பவை முறையே அதிபர 
வளைவு , தொலைத் தொடுகோடுகள் , துணையிய அதிபரவளை வின் 
சமன்பாடுகலெனின் , 


C - A = 


A - H 


C = 2A - H 


எனவே , துணையிய அதிபர வளைவின் சமன்பாடு 


2A - H = 0 . 


8 • 24 . ஓர் அதிபரவளை வின் விட்டம் அவ்வனைவை மெய்யான 

புள்ளிகளில் வெட்டு மெனின் , இவ் வட்டத்தின் துணையிய 
விட்டம் அதனைக் கற்பனைப் புள்ளிகளில் வெட்டும் 


அதிபரவளைவு 


- 


( 


துணையிய அதிபர வளைவு 


( 2 ) 


y = myx என்ற விட்டம் அதிபரவளைவு ( 1 ) -ஐ Q , Q புள்ளி : 
களில் வெட்டுகிறது எனக் கொள்வோம் . L , Q புள்ளிகளின் 
ஆயத் தொலைகள் முறையே , 


(a sec a , b tan G) , ( -- a sec G , – b tan a) ஆகும் . 


இவ் விட்டத்தின் சரிவு 

b tang 
a seco 


b 


sing . 


4 


Q , Q புள்ளிகளில் வெட்டும் 


( அ - து ) அதிபரவளைவை 
விட்டத்தின் சமன்பாடு 


1 = 


( 2ine ) 


( 3 ) 


ப.வ.-- 23 
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இதன் துணையிய விட்டம் . 


] = 


( 4 ) 


= ( என் ) 

( - (2 in ) , 


sing , = 


அதிபர வளைவு ( 1 ) , விட்டம் ( 4 ) ஆகியவை வெட்டும் புள்ளி 
கள் சமன்பாடுகள் ( 1 ), ( 4 )-இலிருந்து கிடைக்கப் பெறும் . 


(( 


x2 


ti sinO 

b ? 


* 2 


x ? 


r ( அ - து ) 


a sin 20 


- ( அ - து ) 


1 - 


= 1 . 


-- 


sines 


8 ] 
-- 


( 


sin 9 
uisina 


aising 

= - atane.. 
- ( 1 – sin ? g ) 


( அ - து ) 


x = + ia tana 


எனவே , y = 


b 
a sing 


5 
a sin 


( = ia tan 9 ! 


= + ib sec9 . 


( 


sino ) * 


5 

x விட்டம் அதிபரவளைவை ( a sec 8 , 

t 
tbtan g ) , ( - a sec a . - b tang } என்ற மெய்யான புள்ளிகளில் 

b 
- வெட்டினால் , துணையிய விட்டம் y = 

X அதிபரவளை வை 

Lasing 
< { ia tan 9 , ih sec a ) , ( -ia tan e , - ib sec ) ) என்ற கற்பனைப்புள்ளி 
களில் வெட்டும் . 


(asin o ) 
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8-25 . 


அதி பரவளை வின் 

துணையிய 

விட்டங்கள் , துணையிய 
அதிபரவளைவுக் கும் துணையிய வட்டங்களாகும் 


அதிபரவளை வின் சமன்பாடு 


( 


52 


இதன் துணையிய விட்டங்களின் சமன் பாடுகள் 


y = 17? | X , Y= imgx 


எனின் , 


a ? 


துணையிய அதிபரவளைவின் சமன்பாடு 


2 


( 3 ) 


52 


( அ -து ) 


} = ! 31 , x , y = /11 , : துணையிய அதிபரவளை வின் 
விட்டங்க ளெனின் , 


துணையிய 


= ( * ) - * 


( 4 ) 


கட்டுப்பாடுகள் ( 2 ) , ( 4 ) ஒன்றே யாதலின் y = mx, y = imgx 
என்பவை , இரண்டு அதிபரவளைவுகளுக்கும் துணையிய விட்டங் 
களாகும். 


8-26 . 


அதிபரவளை வின் துணையிய விட்டங்கள் அதிபரவளை வை 
யும் , துணையிய அதிபரவளை வையும் Q , R புள்ளிகளில் 
வெட்டுமெனின் , C ) --CRP = { a - be ) 


அதிபர வளைவு 


ya 
52 


துணையிய அதிபர வளைவு 


x2 
a3 


1 


- 


6 


( 2 ) 
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R 


படம் 84 . 


துணையிய விட்டங்கள் அதிபரவளைவுகள் ( 1 ) , ( 2 ) -ஐ 
முறையே Q R புள்ளிகளில் வெட்டுமெனக் கொள்க . 

Q புள்ளியின் ஆயத்தொலைகள் ( a sec 9 , b tan 9) எனின் , 
CQ விட்டத்தின் சமன்பாடு 

htan S 
a sec9| 


( அ - து ) 


( * sin o) - 


( 3 ) 


துணையிய விட்டத்தின் சமன்பாடு 

6 
a sin 


--- 


( - 11,01, - - ) 


இஃது அதிபரவளைவு ( 2 ) -ஐ வெட்டும் புள்ளிகள் காணச் 
சமன்பாடுகள் ( 2 ) , ( + ) - ஐத் தீர்க்க வேண்டும் . 


a sing 


a 


( அ - து ) 


a 


a " sin 8 


அதிபரவளைவு 


S57 


( அ - து ) 


= - 1 


sina 


r2 


( அ - து ) 


| sin a - 1 

sin 


( sin 9 ) (a ) 
S10-9-1 


a sing 
cos * 9 


atan G.. 


1 = + a tang. 


X = 
I SinG 


b 

{ + a tana ) 
a sing 


= +: h sec ) 


எனவே , துணையிய விட்டம் துணையிய அதிபரவளைவை 
{ a tan 9. b sec g) , ( -- a tan G , -- b sec a ) புள்ளிகளில் வெட்டும் . 


எனக் 


R புள்ளியின் ஆயத் தொலைகள் ( a tany , b sec 3) 
கொள்வோம் . 


CO 


( a sec 9 --0 ) * + { b tan g --0 ) ? 


= u sec 9 + betan 9 . 


CR2 = ( atans - 0 ) ? + (b sec9 - 0 ): 


= artan 8 + b sec g . 


tan) 


cQ2 - CR * = a ( sec 9 - tan 8 ) + ba (seca 

= \ sec9| 

| -- tan 9) ( a - b ? ) 
= a – 52 . 
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8.27 . 


துணையிய 

விட்டங்களின் நுனிகளிடத்து அதிபாவளை 
வுக்கு வரையும் தொடு போடுகளால் அமையும் இணை 
கரத்தின் உச்சிகள் 

தொலைத் தொடு கேடுகளின் 
மேலமையும் . இணைகரத்தின் பரப்பு ஒரு மாறிலி யாகும் 


8 


RI 


ULLO 


85 


படத்தில் காட்டியுள்ள படி 00 , RR துணையிய விட்டங்கள் 
எனக் கொள்வோம் . 


இப் புள்ளிகளின் ஆயத்தொலைகள் 

Q (a sec G , b tan g ) , Q ( - a sec ) , --- th tan G ) 
R ( a tan G. b sec ( ) , R ( -- a tan a . -b scc O } . 


அதிபரவளைவு 


12 
2 


y 


துணையிய அதிபரவளைவு 


1 


( 2 ) 


அதிபரவளைவு ( 1 )-- க்கு , புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு 


X 


seca - - tan (a 


- 


1 


- 


( 3 ) 


a 


துணையிய அதிபரவளைவு { 2} -க்கு R புள்ளியிடத்துத் தொடு 
கோடு 


tani o - ) 


seco 


- 


1 


a 


( 4 ) 
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இவை களிரண்டும் வெட்டும் புள்ளி K எனக் கொள்க . சமன் 
பாடுகள் ( 3 ) , ( 4 ) -இன் தீர்வுகள் K புள்ளியின் ஆயத்தொலை 
களாகும் . 





K- யின் ஆயத்தொலைகள் 


a cos b cos 91 
1 - sin a 1 - sing 


X 


} 
b 


என்ற தொலைத் தொடு 


எனவே , K புள்ளி 
கோட்டின் மீதமையும் . 


இவ்வாறே , இணை கரத்தின் மற்ற உச்சிகளும் தொலைத்தொடு 
கோடுகளின் மீதமையும் . 


மீண்டும் . C { 0 , 0 ) புள்ளியிலிருந்து R புள்ளியிடத்துத் தொடு 
கோடு ( 4 ) -க்கு வரையும் செங்குத்துக் கோட்டின் நீளம் 
1 

ab 
tana 

sec 0 Va sec g = batang . 
+ 


CQ = Vaseca + b tan g . 


இணைகரம் KLMN- இன் பரப்பு 


= 4 x இணைகரம் CQKR- இன் பரப்பு 


- 4 [ 5 6 Va"se*9+S°tar s ] 


= 4 ab 


= மா றிலி . 


மாதிரி 11 : அதிபரவளைவு , துணையிய அதிபரவளைவு ஆகிய 
வைகளின் மையத் தொலை விகிதங்கள் முறையே e1 , e, எனின் , 


1 


1 
21 


+ 


என நிறுவுக . 


e2 
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அதிபரவளைவின் சமன்பாடு 


y2 


இதில் 62 = a ( e1 " -1 ) 

ar -Fb 
( அ - து ) 


துணையிய அதிபரவளைவின் சமன்பாடு 


= -1 . 


a 


இதில் a2 = h ( e , " - 1 ) 

a + b " 
{ அ- து ) 


1 


1 


எனவே , 


+ 


+ 


- 
a +22 


el 


E2 


a2 +52 


a + z2 = 1 . 


மாதிசி 12 : அதிபர வளைவின் தொலைத் தொடுகோடுகள் 
2x + y + 4 = 0 , 4x + 3y + 1 = 0 . இவ்வளை வரை ( -1 , 2 ) 
புள்ளி வழிச் செல்லின் , இதன் 

துணையிய அதிபரவளைவின் 
சமன்பாடு காண்க 


தொலைத்தொடு கோடுகளின் சேர்ந்த சமன்பாடு 

( 2x + y + 4 ) ( 4x + 3y + 1 ) = 0 . 





அதிபரவளை வின் சமன்பாடு 

-- ( 2x + y + 4) { 4x + 3y + 1 ) + K = 0 . 


--- 


இது ( -1 , 2 ) புள்ளி வழிச் செல்லின் , 

( - 2 + 2 + 4) ( - 4 + 6 + 1 ) + K = 0 . 


( அ - து ) 


K == - 12 . 


எனவே , அதிபரவளைவின் சமன்பாடு 

( 2x + y + 4 ) ( 4x + 3y + 1 ) = 12 . 


அதிபரவளைவு 
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துணையிய அதிபரவளைவின் சமன்பாடு 

2A - H = 0 . 


( அ - து ) 2 ( 2x + y + 4 ) ( 4x + 3y - 1 ) 

[ ( 2x + y + 4 ) ( 4x + 3y + 1 ) - 12 ] = 0 


(அ - து ) ( 2x + y + 4 ) ( 4x + 3y + 1 ) + 12 = 9 


( அ - து ) 8x2 + 10xy + 3y ? + 18x + 13y + 18 = 0 . 


விறிதொரு முறை : 
தொலைத் தொடு கோடுகளின் சமன்பாடு 

( 2x + y + 4 ) { 4x + 3y + 1 ) = 0 


( அ - து ) 8x – 10xy + 33 + 18x + 13y + 4 = 0 . 


அதிபரவளைவின் சமன்பாடு 

8x2 + 10xy + 3y2 + 18x + 13y + K = 0 . 


இது ( -1 , 2 ) புள்ளி வழிச் செல்லின் , 

8 - 20 + 12 - 18 + 26 + K = 0 . 


K = - 8 , 


எனவே , அதிபரவளைவின் சமன்பாடு 

8x + 10xy + 3y + 18x + 13y - 8 = 0 . 


துணையிய அதிபரவளைவின் சமன்மாடு 

8x + 10xy + 3y + 18x + 13y + 1 = 0 
என்ற வடிவிலிருக்கும் . 


தொலைத் தொடு கோடுகளின் எண்ணுறுப்பு 
1 

[ அதிபரவளைவின் எண்ணுறுப்பு + துணையிய அதி 

2 
பரவளைவின் எண்ணுறுப்பு ) . 


1 


* 


2 [ -8 + 1]. 


8 = - 8 - 1 . 
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எனவே , 


( = 16 . 





துணையிய அதிபரவளைவின் சமன்பாடு 
8.x + 10xy + 3 y 2 + 18x - 13y-+ 16 = 0 . 


பயிற்சி 8.3 . 


1. ஓர் 

அதிபரவளைவின் தொலைத் தொடு கோடுகள் 
T + 2 + 3 = 0 , 3x + 4 } + 5 = 0 . இது ( 1. - 1 ) புள்ளி 
வழிச் செல்லின் , இதன் துணையிய அதிபரவளைவின் 
சமன்பாடு காண்க . 


2. 3x2 - 2y + 4x - 6y = 0 -த்தின் துணையிய அதிபர 

வளைவின் சமன்பாடு 9 : - R3 + 12x 151-19 = 0 
என நிறுவுக 


3. 3x -- 5xy - 2y2 + 17x + y + 14 = 0 அதிபர 

வளைவின் தொலைத் தொடு கோடுகளையும் , துணையிய 
அதிபரவளைவையும் காண்க , 


4. CQ , CR என்பவை அதிபர வளைவின் துணையிய அரை 

விட்டங்கள் ( semi - diameters ) . S , S என்பவை அதன் 
குவியங்களெனின் SQ.SQ = CR என நிறுவுக . 


5. அதிபரவளைவின் மீதுள்ள P புள்ளியிலிருந்து துணையிய 

அதிபரவளைவுக்கு வரையும் தொடு கோடுகள் PQ , PR 
எனின் , QR கோடு அதிபரவளைவை P வழிச் செல்லும் 
விட்டத்தின் மறு நுனியில் தொடும் என நிறுவுக . 


8 . 


அதன் 


துணையிய விட்டங்கள் அதிபரவளைவையும் , 
துணையிய அதிபரவளைவையும் வெட்டும் புள்ளிகளைச் 
சேர்க்கும் கோடு தொலைத்தொடு கோடு ஒன்றுக்கு இணை 
எனவும் , இக் கோடு மற்றொரு தொலைத் தொடு கோட் 
டினால் இரு சமமாகப் பிரிக்கப்படும் எனவும் நிறுவுக . 


7. துணையிய அதிபரவளைவைத் தொடும் அதிபரவளைவின் 

நாண்கள் தொடு புள்ளியில் இரு சமமாகப் பிரிக்கப்படும் 
என நிறுவுக . 


8. அதிபரவளைவின் 

குறுக்கச்சின் 

மீதுள்ள P புள்ளியி 
லிருந்து தொலைத் தொடு கோட்டிற்கு வரையும் செங் 
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குத்துத் கோட்டின் அடிப் புள்ளி .. அதிபரவளைவில் 
K புள்ளியிடத்துச் செங்கோடு P வழிச் சென்றால் , QR 
கோடு துணையச்சுக்கு இணை என நிறுவுக . 


9. ( 5 , 3 ) புள்ளி வழிச் செல்லும் ஓர் அதிபரவளைவின் 

மையம் ( 1 , 2 ) . தொலைத் தொடுகோடுகள் 2x + 3y = 0 , 
3x - 2y = 0 என்ற கோடுகளுக்கிணை எனின் , அதிபர 
வளைவின் சமன்பாடு ( 2r + 3y - 8 ) (3x - 2y + 1 ) 110 
என நிறுவுக , அதன் துணையிய அதிபரவளைவின் சமன் 
பாட்டையும் காண்க . 


ஒரு பிரிவின் 


10. துணையிய அதிபரவளைவின் 

மீதுள்ள 
யாதேனும் ஒரு 

புள்ளியிலிருந்து அதிபரவளைவுக்கு 
வரையும் தொடு கோடுகளின் தொடு நாண் துணையிய 
அதிபரவளைவின் மற்றொரு பிர்வைத் ( branch ) தொடும் 
என நிறுவுக, 


விடைகள் 


1. 3x* + 10ry + 8 ) * + 14r + 22y + 23 = 0 . 3 , 3x - 5xy 
-2y" + 17x + y + 10 = 0 ; 3x " -5xy - 2y + 17x + y + 8 = 0 . 


8-27 . செவ்வக அதிபரவிளைவு ( Rectangular Hyperbola ) 

தம்முள் செங்குத்தாய் வெட்டும் தொலைத் தொடுகோடுகளைக் 
கொண்ட அதிபரவளைவு செவ்வக அதிபர வளைவு எனப்படும் . 


8-28 . 


செவ்வக அதிபரவளைவின் சமன்பாடு 


அதிபரவளை வின் சமன்பாடு 


a2| 


6" 


( 1 ) -இன் தொலைத் தொடுகோடுகள் 


x 





-X 


+ 
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இத் தொலைத் தொடுகோடுகள் தம்முள் செங்குத்தாய் வெட்டு 
பெனின் , அவைகளின் சரிவுகள் தம் பெருக்குத்தொகை - 1 
ஆகும் . 


( 1 ) ( - : ) -- 


- 1 


( அ - து ) 2 = a ? 





b = a. 


இதை ( 1 ) - இல் பிரதியிடின் , 


= 


1 


a ? 


P 


( அ - து ) x .- ya = a2 


என்றாகும். 


எனவே , செவ்வக அதிபரவளைவின் சமன்பாடு 

x – y = a . 


18-29 . 


செவ்வக அதிபரவளை வின் தொலைத்தொடுகோடுகள் 


செவ்வக அதிபர வளைவின் சமன்பாடு 


x2 


x2 
a 


1- இன் தொலைத் தொடு கோடுகள் 


X 


X 


y 
5 


0 , 


y 
b 


= 0 . 


4 


இதில் 5 = a எனப் பிரதியிடின் , 


} 
T = 0 , 


P 


0 


a 


x +y = 0 , x -- y = 0 . 


எனவே , செவ்வக அதிபரவளைவின் தொலைத் தொடுகோடுகள் 


(x + y) ( x - y ) = () - 


( அ - து ) x -y = 0 . 


அதிபரவளைவு 
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8.30 .. 


y " 


42 


ப அதிபரவளைவுக்குப் பொருந்தும் 
அனைத்து முடிவுகளும் 

b = a 

எனப் பிரதியிடின் , 
x2 - y = a2 என்ற செவ்வக அதிபரவளைவுக்கும் 
பொருந்தும் . 


8-31 . 


செவ்வக அதிபரவளை வின் மையத் தொலை விகிதம் 


விகிதம் 


எனக் 


செவ்வக அதிபரவளைவின் மையத் தொ 
கொள் வோம் . 


h ? = a ( e - 1 ) . 
இதில் b = a எனப்பிரதியிடின் , 

a ? = a2 { e3 - 1 ) . 


. 


e ? = 2 


e = V2 . 


கொண்ட 


8-32 . தொலத் தொடுகோடுகளை ஆயங்களகக் 

செவ்வக அதிபவளை வின் சமன்பாடு 


Y 


- 


படம் 88 { i ) 


படம் 86 ( ii ) 


செவ்வக அதிபரவளைவின் 

தொலைத் தொடுகோடுகளின் 
இடையேயுள்ள கோணம் 80 . மேலும் , தொலைத் தொடு 
கோடுகள் ஆயங்களுடன் சமச்சாய்வு கோண்டிருக்கும் . எனவே , 
ஆதியை மாற்றாமல் ஆயங்களை 45 °-க்குச் சுழற்றினால் தொலைத் 
தொடுகோடுகளை ஆயங்களாகக் 

கொண்ட அதிபரவளைவு 
கிடைக்கும் . 


பொறுத்து 

வளைவின் மீதுள்ள ஒரு. 
புள்ளியின் ஆயத்தொலைகள் ( x1 . y ) எனவும் , புதிய ஆயங்களைப் 


பழைய ஆயங்களைப் 
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பொறுத்து அதே புள்ளியின் ஆயத் தொலைகள் ( X, Y } எனவும் 
கொள்வோம் . 


பின் , பத்தி 3-5 - இன் படி 


11 


x = X cos ( -45 ) - Ysin ( -45 ) = 


* 


( X + Y ) 


y = X sin ( -45 } + Ycos { -45 ) = 


- ( Y - Y ) . 


பழைய ஆயங்களைப்பொறுத்துச் செவ்வக அதிபரவளைவின் 
சமன் பாடு 

x -y = a . 


எனவே , புதிய ஆயங்களைப் பொறுத்துச் செவ்வக அதிபரவளை 
வின் சமன்பாடு 
X + Y 2 

( Y - X12 
2 

V2 


( அ-து ) ( X + Y } " - ( Y - X ) 2 = 2a ? 


4XY == 2a2 


a 


{ அ.து ) 


XY = 


a 


c2 


எனக் கொண்டால் , 


சமன்பாடு XY = c2 என்றாகும் . 


”பிறிதொருமுறை : 

தொலைத் தொடு கோடுகள் x, y ஆயங்களாதலின் , அவற்றின் 
சமன்பாடுகள் 

x = 0 , y = 0 ஆகும் . 


தொலைத் தொடு கோடுகளின் சேர்ந்த சமன்பாடு 


xy = 0 . 


அதிபர வளைவின் சமன்பாடு 


(K ஒரு நிலை யெண் ) . 
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அதிபர வளைவு 


அதிபரவளைவின் குறுக் பச்சின் நீளம் 21 எனின் , CA = 2a . 
இங்கு A அதிபரவளைவின் முனை . 


A- யின் ஆயத் தொலைகள் 


( CA cos 45 ° , ( Asin 45 ) 


(அது ) ( * ) 


xy = K இப் புள்ளி வழிச் செல்லுவதால் , 


d 





K = 


எனவே , செவ்வக அதிபரவளைவின் சமன்பாடு 

a 


எனக் கொண்டால் , 


-சமன்பாடு xy = c " என்றாகும் . 


:833 . xy = c2 என்ற செவ்வக அதிபரவளைவுக்குப் பொருந்தும் 

கீழ்க் கண்ட முடிவுகளை எளிதில் நிறுவலாம் 
( i ) (xy , y1 ) புள்ளியிடத்துத் தொடு கோடு 

1 
( xy1 + xy ) = c2 . 


( ii ) (x1 , y1 ) புள்ளியிடத்து வரையும் தொடு கோடுகளின் 
தொடு நாண் 

* (xy1 + x } }} = c " . 


( iii ) (xy , yx ) புள்ளியின் இசைக் கோடு 


* (xy , + x , y) = " . 


{ iv ) (xl , y1 ) புள்ளியிடத்துச் செங்கோடு 

xx1 - yy1 = x * * y1 . 
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{ v) (x ) , y1 } - ஐ நடுப்புள்ளியாகக் கொண்ட நாணின் சமன் 
பாடு 

T = S . 


{ . + x | y) -c * = xy | - " . 


( vi) (x ) , } 1 ) புள்ளியிலிருந்து வரையும் இரட்டைத் தொடு 
கோடுகளின் சமன் பாடு 

T2 = SS ) 


( xy1 + x} }) - c 


( xy - c ) ( x } 1 - c ) . 


இவைகளின் நிரூபணங்கள் மாணவர்களுக்குப் பயிற்சியாக 
விடப்பட்டுள்ளன . 


8-34 . துணையலகு 

xy = c ? சமன்பாட்டில் , t- யின் அனைத்து மதிப்புக்களுக்கும் 
( பூச்சியத்தைத் தவிர்த்து ) x = ct, y = பொருந்தும் . எனவே , 
செவ்வக அதிபரவளைவுக்கு 1 - ஐத் துணையலகாகக் கொள்ளலாம் . 
அதாவது , செவ்வக அதிபரவளைவு xy = ” -இல் புள்ளி . யின் 


ஆயத்தொலைகள் 


(c . ) 


ஆகும் . 


8-35 . 

செவ்வக அதிபரவளை வில் 11 , 12 புள்ளிகளைச் 
சேர்க்கும் நாணின் சமன்பாடு 


செவ்வக அதிபர வளைவின் சமன்பாடு 


Xy = 2 . 


இவ் வளைவின் மேலுள்ள P (ty ) , Q (1 , ) புள்ளிகளின் ஆயத் 
தொலைகள் முறையே 


( 4. ). ( 4 , ) 


எனக் கொள் வோம் . 


நாண் PQ- வின் சமன்பாடு 


} 


X - C 
cti - cry 


( 
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C 


1 ) 1 
-12 | 

(x- cty ) 
11 - 1 

to 


(அ - து ) y - 


11 


1 


( அ- து ) y 


( x - ct ) 


11 


Int9 


(அ-து) ylife - cts = -x + ely 


(அ.து) x + yty1 = c ( ti + t, ). 


எனவே , PO நாணின் சமன்பாடு 

x + ylite = c ( 11 + 1 , ) . 


8-36 . P ( ! 1 ) புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு 


P ( 11 ), Q ( 12 ) புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் செவ்வக அதிபரவளைவு 
xy = c " - இன் நாண் 

x +yfits = c( t1+ 1 , ) 


( புள்ளி P- யை நெருங்கி முடிவில் அதனுடன் பொருந்தும் 
போது , நாண் PQ புள்ளி P யிடத்துத் தொடுகோடாகும் . 


எனவே , சமன்பாடு ( 1 )-இல் te = t1 எனப்பிர தியிடின் , 

x + ytty = c [1 ] +11 ) 


(அ- து ) x + yt : = 2ct - 


எனவே , 1 புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு x + yt = 2ct . 


8.37 . தொடுகோடுகள் வெட்டும் புள்ளி 


செவ்வக அதிபரவளைவின் சமன்பாடு 

xy = . 


P ( ty ) புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு 

x + yty = 2cti 


( 1 ) 


Q ( 12 ) புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு 

x + yts = 2ct , 
ப.வ. - 24 


(2) 
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இவ்விரு சமன்பாடுகளின் தீர்வுகள் தொடுகோடுகள் வெட்டும் 
புள்ளியின் ஆயத்தொலைகளாகும் . 


(1 ) -இலிருந்து ( 2 )-ஐக் கழிப்பின் , 

y { t12 - 13 ) = 2e ( t1 - 1 , ) 


(அ - து ) y ( 1 ] + ts ) = 2c . 





} = 


2c 
11 + t 


இதை ( 1 ) -இல் பிரதியிடின் , 


2ct 


X + 


20 


2ct , 


2 


. 


X = 2cti/ 


11 + 12 


2 


2ct ) { ! | + 12 ) - 2ct / 

11 + ta ) 


2ct12 | 
t ] + 1 , 


எனவே , 11 , 1 , புள்ளிகளிடத்துத் தொடு கோடுகள் வெட்டும் 
புள்ளியின் ஆயத் தொலைகள் 

201112 .. 

2c 
t ] + 121 


8.38 , புள்ளியிடத் துச் செங்கோடு 


செவ்வக அதிபரவளைவின் சமன்பாடு 

X ] = 2 . 


--t புள்ளியிடத்துத் தொடு கோட்டின் சமன்பாடு 

x + yt2 = act . 


1 


எனவே , அதன் சரிவு = 


. 


செங்கோட்டின் சரிவு = t ?, 
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t புள்ளியிடத்துச் செங்கோடு 


C 


y - 


= 12 (x -- et ) . 


yi -- C = xt - ct * 


(அ - து ) xt - pt = ct * -- C. 





X [ -- 


எனவே , t புள்ளியிடத்துச் செங்கோட்டின் சமன்பாடு 


14 - / = ( - ) 


3.39 . செவ்வக அதிபரவளை வின் உள் வரையப்பட்ட முக்கோணத் 

தின் ( inscribed triangle) குத்துக் கோட்டு மையம் ( ortho 
centre ) செவ்வக அதிபரவளை வின் மீதமையும் 


செவ்வக அதிபரவளை வின் சமன்பாடு 


இதனுள் வரையப்பட்ட முக்கோணத்தின் முனைகள் A , B, C 
எனக் கொள்வோம் . அவைகளின் ஆயத் தொலைகள் முறையே 


( a ). ( als 1 ) . ( at.. i ) 


எனவும் கொள்வோம் . 


At /) 


c ( t ) 


B { t , ) 


L 


படம் 87 . 
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AB கோட்டின் சமன்பாடு 

x + y ! 12 C ( ti + 12 ) . 


- 


1 


- 


AB கோட்டின் சரிவு 


t11 ) 


எனவே , AB- க்குச் செங்குத்தாக C வழிச் செல்லும் CN 
கோட்டின் சமன்பாடு 


titz ( x - cts ) 


( 


( அ - து ) 


y -- xtity = 


-ctit ? fs 


13 


இவ்வாறே , AL கோட்டின் சமன்பாடு 


C 


y - xt is = 


-ct tels 


( 2) 


இவ்விரு கோடுகள் வெட்டும் 

புள்ளி 

குத்துக்கோட்டு 
மையமாகும் . இப்புள்ளியின் ஆயத்தொலைகள் சமன்பாடுகள் 
( 1 ) , ( 2 )-இன் தீர்வுகளாம் . 


( 1 )-இலிருந்து ( 2 ) -ஐக் கழிப்பின் , 


x ( 1 , i - hy) = ( , - - ) 
( அ-து) = ( - )------ ) 


, 


இம்மதிப்பை ( 1 ) - இல் பிரதியிடின் , 


( 5 ) 4 - * - 4 


etalata 


t 


( அ - து ) 


} + 


cttpfg . 


13 


13 


} = -ckily ! 3 


அதிபரவளைவு 
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cralstsg 


இப்புள்ளி xy = c என்ற சமன்பாட்டில் பொருந்துமாதலின் , 
குத்துக்கோட்டு மையம் 0 , செவ்வக அதிபரவளைவின் மீதமையும் . 


மாதிரி 13 : xy = c * செவ்வக அதிபரவளைவில் ( 2h , 2k) 
என்ற நிலைத்த புள்ளி வழிச் செல்லும் நாண்கள் தம் நடுப்புள்ளி 
களின் இயங்கு வழி 

( x - h ) ( y - k ) = hk என நிறுவுக . 


செவ்வக அதிபரவளைவின் நாண் AB எனவும், அதன் நடுப் 
புள்ளி (x1 , y :) எனவும் கொள்வோம் . 


. 


AB நாணின் சமன்பாடு T = S . 


( அ- து ) 


} ( xy1 + x ; y) -c * = x1 } -c 


( அ-து) xy1 + x] } = 2x | y1 


இது , ( 2h , 2k ) புள்ளி வழிச் செல்லின் , 

2hy : + 2kx1 = 2xy1 


( அ - து ) hy : + kxy 


எனவே , ( x , y ) புள்ளியின் இயங்கு வழி 

hy + 2x = xy 


(அ - து) xy - kx - hy = 0 . 


இரு பக்கமும் hk- ஐக் கூட்டினால், 

xy -- kx --- hy + hk = hk . 

( x.- h ) ( y - k ) = hk . 
மாதிரி 14 : xy = c என்ற செவ்வக அதி பரவளைவின் 21 
நீளமுள்ள நாண்கள் தம் நடுப் புள்ளிகளின் இயங்கு வழி 
(x + y * ) ( xy - c ) = K * xy என நிறுவுக . 
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செவ்வக அதி பரவளை வின் சமன்பாடு 


114 


ஒன்று AB எனவும் , AB = 21 எனவும் 


இதன் நாண்களில் 
கொள்வோம் . 


AB- யின் நடுப் புள்ளி (xy , y ) எனின் , நாண் AB- யின் சமன் 
பாடு 

T = S1 


( அ - து ) 


1 
2 


( xy1 + xiv) -- c = x } } } 


( 2 ) 


... 


( அ - து ) x} 1 + x } = 2xy1 


A , B புள்ன்களின் 


சமன்பாடுகள் ( 1 ) , ( 2 )-இன் தீர்வுகள் 
ஆயத் தொலைகளாகும் . 


( 3 ) 


அவைகள் ( xg , y :) , ( xg , } s ) எனின் . 

( x2 - xg ) + ( y , - ys) " 
( 2)- இலிருந்து 

2x1 ) 1 -- xy1 


இதை ( 1 )-இல் பிரதியிடின் , 

2x1 }1-11 

X1 


= 2 


( அ - து ) 2xx1Y1 - xy = c * x1 


( அ - து ) x2y1- 2x | yzx + cx = 0 . 


இவைகளின் மூலங்கள் xg , xg ஆதலின் 


2x111 


x2 + X3 


11 


+ 


] 1 


, 


( xp - xg ) " = { x , + xg ) - 4x , xg. 


4x 


2 


- 


yi 
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( y : -ys ) 2 = 


( * - * ) 


( : y = * ) 


c* ( xs - x , ) 

( x.xg) 


4 


x | 
4x |2-402 

1 


c4 * 


Vi 


4x1 ) 


444 


-4c * x1 


4y1 [ x]*y1_cx ] . 


சமன்பாடு ( 3 ) -இல் இம்மதிப்புக்களைப் பிரதியிடின் , 

4y , 
4x12 - 

- 
31 


cx1 


4c1 


4x , 2-4 


+ 4y 


4 (x2 + y :-) - 4c ? 


4 * (* + :) ) 


= 4 { x 2 + Y1 ) - 


4c2 

( x + y ). 
X1y | 


X1y1 (x1 + 11 ) - c { x } + y " ) 
( அ -து ) x ; yile = ( x 2 +y1 ) { xy1 - c ) . 
எனவே , ( x ] , y1 ) புள்ளியின் இயங்குவழி 

xy/ 2 

( x + y ) ( xy -- c ) . 


மாதிரி 15 : xy = c2 செவ்வக அதி பரவளைவில் t புள்ளி 
யிடத்துச் செங்கோடு வளைவை மீண்டும் 1 , புள்ளியில் வெட்டினால் 
t1 * t , = - 1 என நிறுவுக . 


செவ்வக அதி பரவளைவின் சமன்பாடு 


xy = ( 2 . 


378 


பகுமுறை வடிவ கணிதம் 


11 புள்ளியிடத்துச் செங்கோடு 


xt 


- - (1-- ). 


இது 1 , புள்ளியில் வளைவை மீண்டும் சந்திக்கும் மெனின் , 


c4- * - ( - ) 


1 


( அ - து ) tt, 2 - 1 = 


19 


( அ - து ) ti *t, - ! = t ? li * - 19 . 

11 * : – 11 *1 , + t, - t = 0 
( அ - து ) tit , (t2 - 11 ) + ( te – 11 ) = 0 
( அ - து ) (19-1 ) (t ,11 * + 1 ) = 0 . 


மாதிரி 16 : xy = c3 செவ்வக அதி பரவளைவின் செங் 
கோட்டு நாண்கள் தம் இசைப் புள்ளிகளின் இயங்கு வழி ( x - y " ) " 
+ 4cexy = 0 என நிறுவுக . 


xy = c2 என்ற செவ்வக அதிபரவளை வில் t புள்ளியிடத்துச் 
செங்கோடு 

y 

1 
xt - 


செங்கோட்டின் இசைப் புள்ளி (x , y1 ) எனின் , அப்புள்ளியின் 
அதிபரவளைவு xy = c " -ஐச் சார்ந்த இசைக் கோடு 


1 


( xy1 + xxy ) = (2 


... 


சமன்பாடுகள் ( 1 ) , ( 2 ) ஒரே கோட்டைக் குறிக்கும் . 


1 


-1 
t 


1 


C 


1 
2 


2 
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2 


t4 - 1 


( அ - து ) 


-- 


11 


cte 


2 





} 1 
X1| 


tx | 


ct 


1 


( அ - து ) 


1-14 
20 


X1 


t 


( 1-11 ) 

4c2 | 


-y1| 


எனவே , 


y1 

x1 
4c2 


. 


X 


{ x - y12 ) 

4cx14 


x | 


( அ - து ) 


4c * x|y1 + ( x1 " -y12) = 0 . 


எனவே , ( x ) , y1 ) புள்ளியின் இயங்கு வழி 

( x2 - y ) + 4c xy = 0 . 


8.40 . xy = c அதிபரவளைவுக்குக் குறித்த ஒரு புள்ளியிலிருந்து 

நான்கு செங்கோடுகள் வரையக்கூடும் . 


செங்வக அதிபரவளைவின் சமன்பாடு 


( 1 ) 


t புள்ளியிடத்துச் செங்கோடு 


. 


xt - 


- 


C 


t3 - 


+ ) . 


இது ( d , B ) என்ற குறித்த புள்ளி வழிச் செல்லின் , 

3 


(அ - து ) dt - 3 = ( -1 ) 
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( அ- து ) 


dt + $ t - c = 0 ... 


இது t- யில் நாற்படிச் சமன்பாடாதலின் -யிக்கு நான்கு மதிப் 
புக்கள் உண்டு . இவைகள் ( d , B ) புள்ளி வழிச் செல்லும் செங் 
கோடுகளின் அடிப் புள்ளிகளாகும் . -யின் மதிப்புக்கள் 11 , t ,, 
ty , t ; எனின் , (d , B ) புள்ளி வழிச் செல்லும் செங்கோடுகள் நான்கு 
எனத் தெளிவாகிறது . 


d 


- 


மேலும் , 11 + t2 +19 + t4 


( 3 ) 


tit : + til3 + 11 , + tats + 1,14 + tgl4 = 0 ... 


( 4 ) 


B 


litz18 + titty + tytg14 + 11914 = 


( 5 ) 


C 


11tatgt4 = - 1 


( 6 ) 


... 


எனின் , 


முக்கோணம் ABC- யின் 


A ( 11 ) , B {t , ) , C (13 ) 
குத்துக் கோட்டின் மையம் 


C 


] 


( பத்தி 8.39 ) . 


tnless 


சமன்பாடு ( 6 ) -இலிருந்து குத்துக் கோட்டு மையம் 


4 ) 


என் குகும் . 


இது தான்காவது அடிப் புள்ளியாகும் . 


எனவே , குறித்த ஒரு புள்ளியிலிருந்து xy = c எனும் செவ்வக 
அதி பரவளைவுக்கு வரையக் கூடிய செங்கோடுகளின் அடிப் 
புள் எரிகளில் எவையேனும் மூன்றால் அமையும் முக்கோணத்தின் 
குத்துக் கோட்டு மையம் நான்காவது புள்ளியாகும் . 


8.41 . 


செவ்வக அதி பரவளை வும் வட்டமும் வெட்டும் புள்ளிகள் 


செவ்வக அதிபரவளைவின் சமன்பாடு 


001 


( 2 ) 


வட்டம் x2 + y + 2gx + 2fy + K = 0 
எனக் கொள்வோம் . 


அதிபரவளைவு 
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செவ்வக அதி பர வளைவு ( 1 ) -இல் மீதுள்ள யாதேனும் ஒரு 


புள்ளி 


( al ) 


என் போம் . 


இது வட்டம் ( 2 )-இன் மீதமையுமெனின் , 


+ - 2g { ct ) --- 2f 


+ K = 0 


(cy * + ( H ) -2 ( A ) | 

+ 2get + 2/ + + K = 0 


( 2 


(அ - து ) c 12 + 


( அ - து ) et* + 2gct + K12 + 2fct + c = 0 


( 3 ) 


இது -யில் நாற்படிச்சமன் பாடாதலின் -யிக்கு நான்கு மதிப் 
புக்கள் உண்டு . அவை , 11 , 19 , 19 , ! 4 எனக் கொள்வோம் . 
ஒவ்வொரு தீர்வுக்கும் ஒரு வெட்டுப் புள்ளி கிடைக்கும் , 


எனவே , செவ்வக அதிபரவளைவும் , வட்டமும் நான்கு புள்ளி 
களில் வெட்டும் . 


மேலும் , 


11 +1 , + 1 + ! = 


2g | 
C 


(3) 


: 


11t2 + tats + tgle + ti13 + t ,14 + 14 


K 
c2 


{ 4 ) . 


111 ,t3 + tilt4 | titgl4 + t11g : 4 = 


( 5 ) 


11121314 = - 1 


( 6 ) 


வெட்டும் புள்ளிகளின் ஆயத் தொலைகள் 


( c . ) ( < is , , ) (es. ). ( 4. ) 


x ஆயத் தொலைகளின் பெருக்குத் தொகை 

at 1. cta . ctg . ct 4 == c + 1 | t , 1914 = c * . 


y ஆயத் தொலைகளின் பெருக்குத் தொகை 


C 


( 


c 


- 


ts 
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எனவே , வெட்டும் புள்ளிகளின் X ஆயத் தொலைகளின் 
பெருக்குத்தொகை y ஆயத் தொலைகளின் பெருக்குத் தொகைக்குச் 
சமம் . 


மேலும் , செவ்வக அதிபரபளைவில் 1 , 12 , 13,14 எனும் 
புள்ளிகள் 1119 !g14 = 1 எனும் கட்டுப்பாட்டிலிருப்பின் அவை 
நான்கும் ஒரே வட்ட வரையிலுள்ள புள்ளிகளாகும் . 

மாதிரி 17 : xy = c * செவ்வக அதிபரவளைவை ஒரு வட்டம் 
A , B, C, D புள்ளிகளில் வெட்டும் . முக்கோணம் ABC-யின் 
குத்துக் கோட்டு மையம் 0 எனின் , 0 , D ஆகிய புள்ளிகள் 
செவ்வக அதிபரவளைவின் விட்டத்தின் நுனிகளாகும் 
நிறுவுக . 


என 


பத்தி 8-41 -இன்படி 
தொலைகள் முறையே 


A , B , C, D 


புள்ளிகளின் 


ஆயத் 


ctly c9 ,, 

crs , 
11 
எனின் முக்கோணம் ABC- யின் குத்துக்கோட்டு மையம் பத்தி 
8-39 - இன்படி 


cf1tg1s | 


பத்தி 8-41 - இல் சமன்பாடு ( 6 ) -இன்படி , 

111stst4 = 1.1 


A ABC- யின் குத்துக் கோட்டு மையம் 


o ( 


-cts - 


4 ) 


14 


D புள்ளியின் ஆயத்தொலைகள் 
CI 42 

ஆதலின் , 0 , D 
ஆகிய புள்ளிகள் செவ்வக அதிபரவளைவின் விட்டத்தின் நுனி 
களாகும் . 


மாதிரி 18 : 0 புள்ளியை மையமாகக் கொண்ட ஒரு செவ்வக 
அதிபரவளைவை , / அலகு ஆரம் கொண்ட ஒரு வட்டம் A , B , C , D 
புள்ளிகளில் வெட்டினால் 0A2 + 0B= + 002 + 0D = 4r = 
நிறுவுக : 


என 


981 


அதிபரவளைவு 


செவ்வக அதிபரவளைவின் சமன்பாடு 


* 


வட்டத்தின் சமன்பாடு 

x2 + y + 2gx + 2f ) + K = 0 
எனக் கொள் வோம் . 


செவ்வக அதிபரவளைவு ( 1 )-ஐ 

வட்டம் (2 ) வெட்டும் 
புள்ளிகள் 4 ( 1 ) , B ( 19 ) , C (13) , D { ty ) எனின் , பத்தி 8.41 
இன்படி , 


21 = - 


( 


KK | 


=llsts 


111 ,tgt4 = 1 . 


0A : + 0B2 + 0C2 + 0D2 


- (c ++ ) + (ar, + ) 


+ 


13 


= c ( 11 " + t , 1 + ty * + t4 * ) 


= c { ( zt ! )* – 22t119 ) + 3 


++++++++ ) 

* [(s ) - 2 + ) 

[ 
= [ * - * ) + c [ * - * ) 


2 


25t- 12 


= c [ ( zty ) 2 - 2211t3 ] -- 2 


Illatst4| 
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4g2 - 2K + 4f 2 - 2K 


= 4 ( g " + f - K ) . 


வட்ட ஆரம் ஆதலின் , 

g + f2 - K. 


. 


OA2 + 0B * + 0C2 + OD2 = 412 . 


பயிற்சி 8.4 . 


1 . 


xy = c2 செவ்வக 

அதிபரவளைவைச் சார்ந்த y = 4ax 
பரவளைவின் 

தொடுகோடுகள் தம் இசைப்புள்ளிகள் 
இயங்குவழிக் காண்க 


2. x2 = 4ay பர வளைவின் தொடுகோடு xy = c " செவ்வக 

அதிபரவளைவை A , B புள்ளிகளில் வெட்டினால் நாண் 
AB- யின் நடுப்புள்ளி ஒரு நிலைத்த பரவளை வின் மீதமையும் 
என நிறுவுக . 


3. x " + 18dy = 0 பரவளைவின் புள்ளியின் xy = 2a - ஐச் 

சார்ந்த இசைக்கோடு y = ax பரவளை வைத் தொடும் 
என நிறுவு . 


xy = c * செவ்வக அதிபரவளைவுக்கு P புள்ளியிடத்துத் 
தொடுகோடு , தொலைத் தொடுகோடுகளை A , B புள்ளி 
களில் வெட்டும் . செவ்வக அதிபரவளை வின் மையம் C 
எனின் , முக்கோணம் ABC- யின் பரப்பு ஒரு மாறிலி 
எனவும் , AB . யின் நடுப்புள்ளி P எனவும் நிறுவுக . 


5 . 


செவ்வக அதிபரவளைவின் குவியங்கள் S , S , மையம் 
C, P வளைவின் மீதுள்ள யாதேனும் ஒரு புள்ளி எனின் 
SP.S P = CP ? என நிறுவுக . 


6 . 


-மின் அனைத்து மதிப்புக்களுக்கும் y - mix = 0 , y + 2x = 0 
எனும் கோடுகள் xy = c2- இன் துணையிய விட்டங்கள் 
என நிறுவுக . 


7. xy = 1 எனும் செவ்வக அதிபரவளைவை ஒரு வட்டம் 

வெட்டும் புள்ளிகள் (x1 , y1 ) , ( xg , ye ) , (xg , y3 ) , ( x , y + } 
எனின் , x } xzxsx4 = Y1yeysy4 = 1 என நிறுவுக . 
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8. xy = c * செவ்வக அதிபரவளைவினுள் பக்கங்கள் y = 4ax 

பரவளைவைத் தொடும்படி வரையப்படும் முக்கோணங்கள் 
முடிவிலி ( infinite ) என நிறுவுக . 


9 . 


xy = c2 செவ்வக அதிபரவளைவுக்கு (d , 3) புள்ளியிலிருந்து 
வரையும் செங்கோடுகளின் அடிப்புள்ளிகள் (x1 , y ] ) . 
( xg , } ? ) , ( xg , y3 ) , {x4 , y4 } எனின் , 

x + x, +xg + x4 =d , 


y1Ty: + ys + y4 = 3 என நிறுவுக . 


10. (d, B ) புள்ளியிடத்துச் சமமாகப் பிரிக்கப்படும் xy = c2 

செவ்வக அதிபர வளைவின் நாணின் நீளம் 


2 


V 


( A + 33) (us - c ) 

dB 


எனக் காண்பி . 


11. xy = c " செவ்வக அதிபரவளைவும் , y = 4ax பரவளைவும் 

வெட்டும் புள்ளிகளிடத்துத் தொடுகோடுகள் x ஆயத் 
துடன் பிறப்பிக்கும் கோணங்கள் 91 , 0 , எனின் , 


tan 01 + 2 tas 6 , = 0 என நிறுவுக . 


12 . 


செவ்வக அதிபரவளை வில் இணையான நாண்களை விட்ட 
மாகக் கொண்ட வட்டங்கள் பொது அச்சு விட்டங்கள் 
என நிறுவுக . 


13 . 


ஒரு செவ்வக அதிபரவளைவின் துணையிய விட்டங்கள் 
தொலைத் தொடுகோடுகளுடன் சமச் சாய்வுடையனவாக 
இருக்கும் என நிறுவுக . 


14 


என்ற 


xy = c செவ்வக 

அதிபரவளைவில் P , Q , R 
யாதேனும் மூன்று 

புள்ளிகளின் 

ஆயத் தொலைகள் 
( xy , y1 ) , ( x2 , yz ) , (x3 , ys ) எனின் , PQR முக்கோணத் 
தின் பரப்பு 


c ( x1 - x ;) ( x ) –xg) ( xs - x1 ) 

என நிறுவுக . 
X1XpXs 
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15. xy = c2 செவ்வக அதிபரவளை வில் P ( x1 , } 1 ) , Q ( x , .. y ; ) , 

R ( xs , ys ) புள்ளிகளிடத்துத் தொடுகோடுகளாலமையும் 
முக்கோணத்தின் பரப்பு 
2c (x -x , ) ( x , -xs ) ( xs - x ] ) 

என நிறுவுக . 
( x1 + xz ) ( x --x3 ) {xg + x1 ) 


16. xy = c செவ்வக அதிபரவளைவின் தொடுகோடு 
y + 9x= 6c எனவும் , தொடுபுள்ளியின் ஆயத்தொலைகள் 

Sc எனவும் நிறுவுக . 


C 


17 . 


xy = c2 செவ்வக அதிபரவளைவை ஒரு வட்டம் P , Q. 
R , S புள்ளிகளில் வெட்டுமெனின் , கோடு PQ அதிபர 
வளைவு மையம் வழிச் செல்லின் , RS வட்ட மையம் வழிச் 
செல்லும் என நிறுவுக . 


18 . 


xy = c செவ்வக அதிபரவளைவுக்கு P புள்ளியிடத்துச் 
செங்கோடு வளைவை மீண்டும் . புள்ளியில் சந்திக்கு. 
மெனின் , 

PQ- வை விட்டமாகக் கொண்ட வட்டம் 
P வழிச் செல்லும் விட்டத்தின் மறுமுனையில் வளைவை 
வெட்டும் என நிறுவுக . 


19. ( c , B ) புள்ளியிலிருந்து xy = c2 செவ்வக அதிபர 

வளைவுக்கு வரையும் செங்கோடுகளின் அடிப் புள்ளிகள் 
( 0 , () ) , ( d, B ) புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் மற்றொரு 
செவ்வக அதிபரவளைவின் மீதுள்ளன என நிறுவுக . 


20. xy = c செவ்வக அதிபரவளைவின் P ( ty ) , Q ( ta ) 

புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் நாண் R ( t , ) , S ( t . ) புள்ளிகளைச் 
சேர்க்கும் 

நாணுக்குச் செங்குத்தெனின் , நாண்கள் 
PR , QS தம்முள் செங்குத்தாக வெட்டும் என நிறுவுக . 


21 . 


x ] = c ” - இல் PQ என்ற நாண் தொலைத் தொடுகோடு 
களை R , S புள்ளிகளில் சந்திப்பின் , PR = QS என நிறுவுக . 


22. xy = c செவ்வக அதிபரவளை வின் ஒரு விட்டம் PQ . 

P புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடும் , ( புள்ளிவழி தொலைத் 
தொடுகோட்டிற்கிணையாக வரையும் கோடும் வெட்டும் 
புள்ளியின் இயங்குவழி xy + c = 0 என நிறுவுக . 


அதிபரவளைவு 
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23 .. 


புள்ளியின் 


xy = c செவ்வக அதிபரவளைவில் 
ஆயத்தொலைகள் ( c tan ¢ , c cot 9) . ; + ( ஒரு மாறிலி 
யெனின் , P , புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் நாண்கள் 
அதிபர வளைவின் துணையச்சின் மேலுள்ள நிலைத்த புள்ளி 
வழிச் செல்லும் என நிறுவுக . 


24 , xy = c " செவ்வக அதிபரவளைவின் PO நாண் வளைவில் 

0 புள்ளியில் செங்கோணத்தை ஏற்குமெனின் , 0 புள்ளி 
யிடத்துச் செங்கோட்டிற்கு PO இணை என நிறுவுக . 


25. xy = c ” செவ்வக அதிபரவளைவுக்கு ( d , B ) புள்ளியில் 

இருந்து வரையும் செங்கோடுகளின் அடிப் புள்ளிகள் 
செவ்வக அதிபரவளைவும் , x2 - y : - { x + By = 0 
எனும் செவ்வக அதிபர வளைவும் வெட்டும் புள்ளிகள் 
என நிறுவுக . 


விடைகள் 


1. ax + 2c ) = 0 . 


ப.வ. - 25 . 


9. இருபடியின் பொதுச் சமன்பாடு , 

கூம்பு வளைவு வரைதல் 


(( General Equation of Second Degree , 

Tracing of Conic ) 


9.1 . 


கூம்பு வெட்டியின் மையத் தொலை விசிதம் e ஒன்றுக்குச் 
சமமாகவோ, குறைவாகவோ , அதிகமாகவோ இருப்பின் , 
கூம்பு வெட்டி ஒரு பரவளைவு , நீள் வட்டம் அல்லது அதி 
பரவளைவு என நாம் முன்னர்க் கண்டோய் . 


மையத் தொலை விகிதம் e = 0 எனின் , b = a { 1 - e ) என்பது 
52 = a " என்றாகும் . இக் கட்டுப்பாட்டில் நீள் வட்டம் வட்ட 
மாகிறது . மேலும் குவியம் இயக்கு வரையில் பொருந்து மெனின் , 
கூம்பு வெட்டி இரட்டைக் கோடுகளாகின்றது . நீள் வட்டத்தில் 
அச்சுக்களின் நீளங்கள் பூச்சியமெனின் , நீள் வட்டம் ஒரு புள்ளி 
யாகும் . எனவே வட்டம் , இரட்டைக் கோடுகள் , 

புள்ளி 
ஆகியவைகளும் கூம்பு வெட்டிகளாகும் . 


ax + 2hxy + by : + 2gx + 2fy + c = 0 என்ற சமன் 
பாடு எப்பொழுதும் ஒரு கூம்பு வளைவைக் குறிக்கும் . 


x , ) ஆயங்களைப் பொறுத்து இரு படியின் பொதுச் சமன்பாடு 


ax : + 2hxy + by ” + 2gx + 2fy + c = ) 


மாற்றாமல் ஆயங்களை 9 கோணம் சுழற்றினால் 
கிடைக்கும் ஆயங்கள் X , Y ஆயங்கள் எனக் கொள்வோம் , 
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பின் , புது ஆயங்களைப் (X, Y ) பொறுத்து இருபடிப் பொதுச் 
சமன்பாடு 
a { Xcose_Y sin an2- 2h { X cosa-- Ysin a ) ( Xsing + Ycos 6) 
+ b ( Xsin G + Y cos 6 ) + 2g { X cos0 - Ysin ( ) 
-- 2 / { Xsing -- Y cos a) + c = 0 

( 2 ) 
சான்றாகும் . 

[ பத்தி 3-5] 


(அ - து ) 


AX2 + 2HXY + BY : + 2GX + 2FY + C = 0 . 


இங்கு 


A = (ucos 0 + 2h sing cos 9 + bsing. 


F = - ( a -- b ) sin a cos 9 + h { cosa- sinag ) . 


B = a sin2g - 2h sin a cos G + bcos9, 


சமன்பாடு ( 2 ) -இல் XY--யின் கெழு 2H ஆகும் , 


2H = () 


எனின் , 


2 ( b - a) sin a cos 6 + 2h ( cos29 - sin G ) = 0 


{ அ - து ) 


( b - a ) sin 29 + 2h { cos 20 ) = () 


( அ-து ) 


tan 20 


2h 
d - h 


4. 


( 3 ) 


( அ - து ) 


9 


1 
2 


tan - 1 


2h 
3-5 


1 


2h 


எனவே , ெ 


tai3-1 


a -5 


) 


எனின் , சமன்பாடு ( 2 ) -இல் 


xy கொண்ட உறுப்பு இராது . 


பின் சமன்பாடு ( 2 ) 

AX2 + BY + 2GX + 2FY + C = 0 
என்றாகும் . 


( 4 ) 


A + B = ( a cos " 0+ 2hsin G cos G + b sin G ) 

+ ( asin20-2h sin a cos O + b cos G ) 
u ( cos " G + sing) + b ( sin* 0 + cos 8 ) 
= d -- 5 . 


-- 
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இவ்வாறே H -AB = h - ab என நிறுவலாம் . 


வகை ( i ) A = B எனின் , சமன்பாடு ( 4 ) ஒரு வட்டத்தைக் 
குறிக்கும் . 


வகை (ii ) AB + 0 (அ- து ) ab - h ? +0 . 


சமன்பாடு ( 4 )-ஐப் பின் வருமாறு எழுதலாம் : 


+ 


) 


+ ( = 0 


F 


( அது ) 4 (x + 


2G 
A | 


2F 
+ By + 

y + 
B 


= G ? + F? - C 


= K ( என்க ) . 


( அ - த ) - (x+ i ) +5( + E ) - K. 

( - - - ) 


ஆதியை 


புள்ளிக்கு மாற்றினால் , 


AX2 + BY = = K 


( 5 ) 


என் குகும் . 


K = 0 எனின் , 


Ax2 + BY = = 0 . 


சமன்பாடு இரட்டைக்கோடுகனைக் குறிக்கும் . 


A , B இரண்டும் அதே குறியைக் கொண்டிருப்பின் இரட்டைக் 
கோடுகள் கற்பனையாகும் . A , B இரண்டும் எதிரெதிர்க் குறிகளைக் 
கொண்டிருப்பின் இரட்டைக் கோடுகள் மெய்யானவை . 


K = 0 எனின் , சமன்பாடு ( 5 ) 


= 1 என்றாகும் . 


Y2 
K ) + 

B 
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இதில் 


K | KI 
B 

இரண்டும் நேர்க்குறிகளைக் கொண்டிருப் 
பின் , சமன்பாடு (5 ) ஒரு நீள் வட்டத்தையும் , இரண்டிலொன்று 
நேர்க் குறியும் மற்றொன்று எதிர் குறியும் கொண்டிருப்பின் ஓர் 
அதிபரவளைவையும் குறிக்கும் . 


அதாவது ab -- 12 > 0 , ( அ -து ) AB > 0 எனின் நீள் 
வட்டமும் , ab - h < 0 , ( அ- து ) AB < 0 எனின் அதிபரவளை 
வும் ஆகும் . 


K | 
A | 


KI 

எனின் , ( அ-து ) A + B = 0 . 
B 


(a + b = 0 ) எனின் , சமன்பாடு ( 5 ) ஒரு செவ்வக அதிபர 
வளைவைக் குறிக்கும் . 


K | K 

இரண்டும் எதிர்க் குறிகளைக் கொண்டிருப்பின் , சமன் 

B 
பாடு { 5 ) ஒரு கற்பனை நீள் வட்டத்தைக் குறிக்கும் . 


வகை ( iii ) : 


ab - * = 0 ( அ - து ) AB = 0 . 


A = 0 , B = 0 எனக் கொள்வோம் . 


எனவே , சமன்பாடு ( 4) 

By : + 2Fy = -- 2Gx --C என்றாகும் . 


B ( 


( அ . து ) B 


2F F2 
+ 
B y + 

BP 


F2 
B 


2Gr - C. 


2 


B 


( 


y + 

B 


- 2Gx - C ... 


( 6 ) 


B 


G = 0 எனின் , 


= ( 7 + 5 ) - F 


-C. 


எனவே , சமன்பாடு ( 4 ) இரட்டைக் கோடுகளைக் குறிக்கும் . 
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G = 0 , 


-C = 0 எனின் , 
B 


F 


2 


சமன்பாடு B (/ + 5 ) 


= 0 ஆகும் . 


இவ் வகையில் அஃது இரு பொருந்தும் கோடுகளைக் குறிக்கும் . 


G + 0 எனின் , 


சமன்பாடு ( 6 )-ஐப் பின் வருமாறு மாற்றி எழுதலாம் . 


( அ - து ) B 


y + 


5 ) -- 26 ( x + 26 - 55 ) 


என்றாகும் . 


ஆதியை 


F 
2BG 


C 
2G 


E ) 


புள்ளிக்குச் மாற்றச் 


சமன்பாடு ( 7 ) , 
BY2 = - 26X என்றாகும் . 

2G 
( அ - து ) 

B 


இவ்வகையில் இஃது ஒரு பரவளைவைக் குறிக்கும் . 


எனவே , எல்லா வகைளிலும் 

ax : + 2hxy + by : + 2gx + 2fy + c = 0 
ஒரு கூம்பு வெட்டியைக் குறிக்கும் . 


9.3 . ax + 2hxy + by + 2gx + 2fy + c = 0 என்ற கூம்பு வளைவின் 

மையம் 


கூம்பு வளைவின் னமயம் ( x ) , y1 ) எனக் கொள்வோம் . ஆயங் 
களின் போக்கை மாற்றாமல் ஆதியை ( x ] > y ] ) புள்ளிக்கு 
மாற்றினால் , 

ax + 2hxy + by + 2gx- + 2fy + c = 0 


என்ற சமன்பாடு 

a { x + xx ) : + 2h (x + x ) { y + y1 ) + b ( y + y ) * 
+ 2g (x + x ] ) + 2f ( y + y1 ) + c = 0 என்றாகும் . 
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( அ- து ) ax: + 2hxy + by - 2gx + 2fy + c + ax " -- 2hx1 } }, 
+ by1 + 2gx1 + 2f / 1 + 2axx ) – 2h ( x ) 1 + x ] } ) +2 by } 1 = 0 . 


( அ - து ) ax2 + 2/hxy + by " -+ 2x ( axi + }} } 1 + 3 ) - 

+2 ! (hx + b) 1 + f ) - (ax 2 + 2 x } 1 + by ) 
+ 2gx1 + 2fyi + c ) == 0 


1 , 1: கொண்ட 


உறுப்புக்களின் 


மையம் ஆதியாதலின் , 
கெழுக்கள் பூச்சியமாகும் . 


* 


ax1 + // y : + g = 0 


hx ] + by1 + f = 0 . 


. 


X1 
hf - bg 


T 
af 


1 
ab - h 


hf - hg 
al - 1 


11 


= 


gh - af 
ab - 2 


எனவே , TIx2 + 2hxy + by ? -|- 2gx + 2fy + c == 0 என்ற 
கூம்பு வளைவின் மையம் 


11 - bg 
ab 


gh -- at 
ab -12 


) 


ab - h2 = 0 எனின் , மையத்தின் ஆயத்தொலைகள் கந்தழி 
மதிப்புடையதாகும் . 


( அ - து ) கூம்பு வளைவு ஒரு பரவளை வைக் குறிக்கும் . 


குறிப்பு : F (x , y ) = ax + 2hxy --- by + 2gx + 2fy + c 
எனின் , கூப்பு வளைவின் மையம் 


of 


0 , 


af 

= 0 என்ற சமன்பாடுகளிலிருந்து கிடைக்கப் 
ay 


பெறும் . 
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9.4 . 


ஆதியை மையமாகக் கொண்ட கூம்பு வளை வின் சமன்பாடு 


ax2 -- 2hxy + by3 + 2gx + 2fy -1- c = 0 


கூம்பு வளை வின் மையம் (x1- Y1 ) எனின் , 

ax ] --- hy : + g = () 


| tx | + 1 + f = ) 


ஆதியை ( x1 , y1 ) புள்ளிக்கு மாற்றச் சமன்பாடு ( 1 ) , 


ax" + 2hxy + by + 2x ( ax + hy1 + g ) + 2y ( hx ] + by ] + f ) 

--ax2 + 2hx ] y1 + by1 * + 2g.xx + 2fy1 + ( = 0 என்றாகும் . 


. 


* 


ax1 * - | - 2hx yi + by + 2g.x + 2 y + c 

X ] ( ax1 + } y1 + g ) + 31{ htx ] + by1 + f ) 

+ gx : + fy + c 
= gx1 + 11 + c 

ax1 --hy1 + g = 0 
hx1 + by1 + f = 0 


hf - bg 
ab - 12 


g} - af 


) +1 


+ c 


ab - ha | 


abc + 2fgh - afa -- bg - che 

ab 


ab -- 12 


[ A = abc + 2fgh - af - bg " -cha ] 


- 1 


கூம்பு 


வளைவின் 


ஆதியை மையமாகக் கொண்ட 
சமன்பாடு 

ax2 + 2hxy + by + c1 


(2) 


இங்கு 


C1 = gxl + fy1 + e 


= abc + 2fgh - afe --bg - ch " . 
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--- 


குறிப்பு 1 : ax " + 2hxy + by + 2gx + 2fy + c = 0 இரட்டைக் 
கோடுகளைக் குறிக்குமெனின் , ax : + 2hxy + by : + 

0 

ab - h2 
ஆதிவழிச் செல்லும் இரட்டைக் கோடுகளைக் குறிக்கும் . எனவே , 
இச்சமன்பாடு சமபடித்தான சமன்பாடாக இருத்தல் வேண்டும் 


( அ- து ) abc + 2fgh - a " _bg ” -cha " = 0 


ஆகும் . 


இரட்டைக்கோடு 


. ax + 2hxy + by + 2gx-- 2fy + c = 0 
களைக் குறிக்கத் தேவையான கட்டுப்பாடு 

abc + 2fgh - af - bg - ch = 0 . 


குறிப்பு 2 : ஆதியை மையமாகக் கொண்ட கூம்பு வளைவின் 
சமன்பாடு 

ax + 2hxy + by + c1 


இதை 


ஆல் வகுப்பின் . 

21 
x + 

X ) + 
-1 


h 


1 = 1 


-- 


( அ - து ) al x + 2h xy + b y = 1 


என்ற வடிவைப் பெறும் . 


இங்கு d 


C ] 


h 


C1 


b 


ஆகும் . 


9.5 . f( x , y ) = zx " + 2h.xy + by : + 2gx + 2 y + c = 0 

எனும் இருபடிப் பொதுச் சமன்பாடு 
( i ) abc + 2fgh - af : - bg ? - ch = 0 எனின் , இரட்டைக் 

கோடுகளை 


( ii ) a = b , i = 0 எனின் , ஒரு வட்டத்தை 
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( iii ) ab - h : = 0 எனின் , பர வளைவை 


(iv ) ab - it > 0 எனின் , நீள் வட்டத்தை 


( v) ab - h " < 0 எனின் , அதி பரவளைவை 


எனின் , 


செல்வக 


அதி பரவளைவைக் 


( vi) a + b = ( ) 

குறிக்கும் . 


மீண்டும் , f {x, y ) = ax : + 2hxy + by + 2gx + 2fy + c = 0 

af | of 
கூம்பு வளைவின் மையம் = 0 , = 0 என்ற சமன்பாடு 

ex 
களிலிருந்து கிடைக்கப் பெறும் . 


ay 


மேலும் , ஆதியை மையத்திற்கு மாற்றினால் , சமன்பாடு 

ax " + 2hxy: + by + C ] = 0 ( cy = gx ] + fy : + c ) 
என்றாகும் . 


மாதிரி 1 : 

36x2 + 24xy + 29y- - 72x + 126y + 81 = 0 
என்ற கூம்பு வளை வின் தன்மையைக் காண்க . 


36x + 24xy + 29y2 - 72x + 126y + 81 = 0 
< = 38 , 2h = 24 , h = 29 , 2g = -72 , 2f = 126 , c = 81 , 
al -- h " -36.29-12 = 1044-14-4 = 900 > 0 . 


எனவே , கூம்பு வளைவு ஒரு நீள் வட்டத்தைக் குறிக்கும் . 


f ( x, y) = 38x * + 24xy + 29y : -72x + 126y + 81 . 


af | 
ax | 


72x + 24y - 72 


af | 
gy 


24x + 58y + 126 , 


0 , 


af 
ay 


கூம்பு வளைவின் மையம் 

3x 
பாடுகளிலிருந்து கிடைக்கப்பெறும் . 


- 0 என்ற சமன் 
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72x + 24y - 72--0 


... 


24x + 58y + 128 = 0 


( 1 ) - இலிருந்து 24x + 8 ] - 24 = 0 


... 


( 2 )-இலிருந்து ( 3 ) -ஐக் கழிப்பின் 

50y = - 150 , 





} == - 3 . 


24x --- 24-8y : = 24 + 24-48 . 


y = 2 


எனவே , கூம்பு வளைவின் மையம் ( 2 , -3 ) , 


ஆதியை ( 2 , -3 ) புள்ளிக்கு மாற்றினால் சமன்பாடு 

38x2 + 24xy --- 29y: + ci = 0 என்றாகும் . 


C1 = gx ] -+ fy1 + c 

- 36 ( 2 ) +63 ( -3 ) + 81 
= - 72 -189-31 


180 . 


எனவே , புது ஆயங்களைப் பொறுத்து நீள் வட்டத்தின் 
சமன்பாடு 

36x + 24xy + 29y " = 180 


( அ- து ) 


36 
180 


24 
+ 
180 

xy + 


29 

12 = 1 . 
180 


மாதிரி 2 : x2 + 24xy - 6y + 23x + 36y + 16 = () என்ற 
கூம்பு வளைவின் தன்மையை ஆராய்க . 


f( x, y) = x + 24xy - 6y ” + 28x + 36y + 16 . 


a = 1 , 2h = 24 , b = 6 , 28 = 28 , 2f = 36 , c = 16 . 


. 


6 - 144 


ab - h* = 1 { -- 8 ) - 12 ” = 

1500. 
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எனவே , சமன்பாடு ஓர் அதிபரவளைவைக் குறிக்கும் . 


of 

= 2x + 24y + 28 
3x 


af 
By 


- 24x - 12 // + 36 


af | 

= 0 , 
ax 


3 / 

= 0 எனின் , 
3y 


2x + 24y + 28 = 0 


( 1 ) 


( அ - து ) x + 12y + 14 = 0 


24x - 12y + 38 = 0 


{ 1 )-ஐயும் ( 2 ) -ஐயும் கூட்டினால் . 

25.x = - 50 


x = - 2 . 


( 1 ) -இல் x = - 2 எனப் பிரதியிடின் , 


- 2 + 12y + 14 = 0 


( அ - து ) 12y = -- 12 


. 


y = - 1 . 


எனவே , அதி பரவளைவின் மையம் ( -2 , - 1 ). 


ஆதியை ( -2 . - 1 ) புள்ளிக்கு மாற்றினால் சமன்பாடு 

x + 24xy - 6y : + c = 0 
என்றாகும் . 


( 3 ) 


-- 


c1 = gx : + fy : + c 


= 14 ( -2) + 18 ( -1 ) + 18 


= -- 28 -18 + 16 


= -30 . 
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எனவே , புது ஆயங்களைச் சார்ந்த அதிபர வளைவின் சமன்பாடு 

x2 + 24xy - 62 1- 80 


+ 


24 
30 


ே 
80 


2 = 1 . 


30 


9.6 . 


ஆதியை மையமாகக் கொண்ட கூம்பு வளை வின் அச்சுக் 
களின் நிலையும் , நீளங்களும் . 


மையம் கூம்பு வளைவின் ( central conic ) சமன்பாடு 

ax " + 2hxy + by = 1 


( 1 ) 


T அலகும் கொண்ட வட்டத்தின் 


ஆதியை மையமாகவும் , 
சமன்பாடு 


( 2) 


எனக் கொள்வோம் . 


வளைவுகள் ( 1 ) , ( 2 ) வெட்டும் புள்ளிகளை மையத்துடன் 
சேர்க்கும் இரட்டைக்கோடுகளின் சேர்ந்த சமன்பாடு 

x + y 
ax-+ 2hxy + by * 

( 8 ) 


= 


ஆகும் . 


A 


A. 


B 


படம் 88 { i ) 


படம் 88 ( ii ) 


வட்ட ஆரம் அரை அச்சுக்களில் யாதேனும் ஒன்றுக்குச் சம 
மெனின் , சமன்பாடு ( 3 ) குறிக்கும் இரட்டைக் கோடுகள் 
பொருந்தும் கோடுகளாம் . இரட்டைக் கோடுகள் பொருந்தும் 
கோடுகளாவதற்குத் தக்க ஆரம் F- இன் மதிப்பைக் கொண்டால் , 
கிடைக்கும் சமன்பாட்டிலிருந்து அச்சுக்களின் நீளங்கள் அறிய 
லாம் . 
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சமன்பாடு ( 3 ) -ஐப் பின் வருமாறு மாற்றி அமைக்கலாம் : 


(I 


) 


+ 2hxy + ( 


-- 


+ );-) 


சமன்பாடு ( 4 ) பொருந்தும் கோடுகளைக் குறிக்கத் தேவை 
யான கட்டுப்பாடு 


( - + ) ( - + ) 


( 


( 5 ) 


ஆசம் , 


இது " -இல் இருபடிச் சமன்பாடா தலின் , *-க்கு இரு மதிப் 
புக்கள் உண்டு . அவை F13 , 1 , எனக் கொள்வோம் . , r , a 
நேர் மதிப்புக்கள் கொண்டிருப்பின் , நீள் வட்டத்தின் அச்சுக்கள் 
கிடைக்கப் பெறும் . r > T ; எனின் , 

பேரச்சின் நீளம் 2r1 
சிற்றச்சின் நீளம் 27 ) . 


11 r , மதிப்புக்களிலொன்று நேர் எண்ணாகவும் , மற்றொன்று 
குறை எண்ணாகவு மிருப்பின் , அதிபர வளைவின் அச்சுக்கள் 
கிடைக்கப் பெறும் . r > 0 , 122 < 0 எனின் , 

குறுக்கச்சின் நீளம் 211 
துணையச்சின் நீளம் 2vir2 | . 


சமன்பாடுகள் ( 4 ) , ( 5 ) -ஐ இணைப்பின் 


1 


4- 


+ 2 } x }} + 


( ** " ) " 
( - + ) x* + - 2h(a- + ) 

.y 
( அ - அ ) ( ( -- + )x +fy) | 


( அ - து ) 


xy + hey2 = 0 


= 0 . 


எனவே , நீளம் 27 ) கொண்ட அச்சின் சமன்பாடு , 


( - + )r+ iy =0. 
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நீளம் 21 , கொண்ட அச்சின் சமன்பாடு 


( - + x + ty= o, 


மாதிரி 3 : 8x2 + 12xy -|- 17y ? + 4x - 22y - 7 = 0 என்ற 
கூம்பு வளைவின் தன்மையை ஆராய்ந்து அதன் மையம் , அச்சுக் 
கள் தம் நீளங்கள் சமன்பாடுகள் காண்க . 


f ( x , y ) = 8x + 12xy + 17 y + 4x- 22y- 7 = 0 . 


( == 8 , 2 !1 = 12 , l = 17 


2g = 4 , 2f --- - 22 , c =. - 7 . 


. 


ab_ * = 8.17- 82 


138 - 36 


= 100 > 0 . 


எனவே , கூம்பு வளைவு ஒரு நீள் வட்டமாகும் . 


af 
x 

= 16x + 12 + 4 . 


of| 
ay 


12x + 34y - 22 


0 , 


af 
ay 


= 0 எனின் , 


ax 


16x + 12y + 4 = 0 


12x + 34y - 22 = 0 . 


இச் சமன்பாடுகளின் தீர்வுகள் , x = -- 1 , y == 1 

எனவே , நீள் வட்டத்தின் மையம் ( -1 , 1 ) . 


ஆதியை மையம் ( -1 , 1 ) -க்கு மாற்றினால் , 

8x2 + 12xy + 17ye + c = 0 . 


C1 = gx ] - + fy ] + c 

= 2 ( -1 ) + ( -11 ) 1 + ( --7 ) 
= - 2 -11 --7 = --20 . 
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எனவே , மையக் கூம்பு வளைவின் சமன்பாடு 


( அ - து ) புது ஆயங்களைச் சார்ந்த நீள் வட்டத்தின் சமன் 


8.x3 + 12xy + 17y2 = 20 


( அ - து ) 


8 

x * + 
20 


17 
20 


= 1 . 


20 "xy + 


12 


அச்சுக்களின் நீளங்கள் 


( A - + ) ( s- + ) 


= 42 


என்ற சமன்பாட்டிலிருந்து கிடைக்கப்பெறும் . 


( அ - து ) - 


1 


( A + B) + (AB -4 ) = 0 . 
+ ) ( 28 + 23 ) 

(2.23- 3 ) 


+ 


= 0 


(அ - து ) 400-500x2 + 10074 


* 


r4 - 52 + 4 = 0 


(அ - து ) ( r2 - 4 ) (r -1) = 0 


எனவே , / = + 2 , 1 -- +1 . 


பேரச்சின் நீளம் 2r | - 2.2 = 4 . 
சிற்றச்சின் நீளம் 2r , = 2.1 = 2 . 


பேரச்சின் சமன்பாடு 


1 


x + 4y = 0 


- ) 
(3-4) 


8 
20 

} = 0 . 


( அ - து ) 3x + 6y = 0 . 


* 


x + 2y = 0 . 
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எனவே , பழைய ஆயங்களைப் பொறுத்துச் பேரச்சின் சமன் 
பாடு 

(x + 1 ) + 2 (y- 1 ) = 0 


( அ - து ) x + 2y - 1 = 0 . 


சிற்றச்சு , பேரச்சுக்குச் செங்குத்தாயிருப்பதால் , அதன் சமன் 
பாடு 

2x - y = K வடிவில் இருக்கும் . 


இது மையம் ( -1 , 1 ) புள்ளி வழிச் செல்லுவதால் 

--- 2 - 1 = K. 


" 


எனவே , சிற்றச்சின் சமன்பாடு 


2x - y + 3 = 0 . 


மாதிரி 4 : Sx 24xy + 15y* + 48x - 48 ) = () என்ற 
கூம்பு வளைவின் தன்மையை ஆராய்ந்து , அதன் மையமும் , 
அச்சுக்கள் தம் சமன்பாடுகளும் , நீளங்களும் காண்க . 


F (x , y ) 


8x2 - 24xy + 15y2 + 48x - 48y . 


a = 8 , } = - 12 , b = 15 , 


g = 24 , f = - 24 . 


ab - h2 = 8.15- 144 = 


24 < 0 . 


எனவே , கூம்பு வளைவு ஓர் அதிபரவளைவைக் குறிக்கும் . 


af 
3x 


18x- 24y + 48 


af 
ay 


- 


24x + 30y - 48 . 


af ) ar 

= 0 , 
ax ay 


எனின் , 


16x - 24y + 48 = () 


- 24x + 30y - 43 = 0 . 
ப.வ.- 26 
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இச் சமன்பாடுகளின் தீர்வுகள் x = 3 , y = 4 . 


எனவே , அதிபர வளைவின் மையம் ( 3 , 4 ) . 


ஆதியை மையத்திற்கு மாற்றினால் , மையக் கூம்பு வளைவின் 
சமன்பாடு ( அ - து ) அதி ஆயங்களைச் சார்ந்து அதிபரவளைவின் 
சமன்பாடு 

8x2 - 24xy + 15y : + c = 0 
C ] = gx: + fy . + c 

= 24.3 + ( -24 ) 4 
= 72 - 96 = - 24 . 


சமன் பாடு 8x2 


24xy + 15 " == 24 


8 


24 


15 


( அ - து ) 


24 


24) + 24y = 1 . 


அச்சுக்களின் நீளம் 


+ ( A + B ) + ( AB- 4 * ) = 0 . 
+ - + ( +22 ) +( 213-14")- 


= 0 


23 1 
24 2 


1 

= 0 
24 


r 


(அ - து ) 24 - 23r – r * = 0 . 


r2 + 2Sr2 - 24 = 0 . 


( r - 1 ) {r2 + 24 ) = 0 . 


எனவே , / * = + 1 , 


12 = + - 24. 


எனவே , குறுக்கச்சின் நீளம் 2r1 = 2.1 = 2 . 
துணையச்சின் நீளம் 2r , = 2.218 416 . 


குறுக்கச்சின் சமன்பாடு 


1 


A -- 


x + 4y = 0 
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( அது ) ( 2 - 1 ) : 


12 
24 


> = 0 . 


. 


4x + 3y = 0 . 


பழைய ஆயங்களைப் பொறுத்துக் குறுக்கச்சின் 
சமன்பாடு , 4 { x - 3 ) + 3 ( 3 


( அ- து ) 4x + 3y - 24 = 0 . 


துணையச்சின் சமன்பாடு 

3x - 

4y = K வடி விலிருக்கும் . 


இது ( 3 , 4 ) புள்ளி வழிச் செல்லின் 


8.3 - 4.4 = K. 


* 


K = - 7 . 


எனவே , பழைய ஆயங்களைப் பொறுத்துச் துணையச்சின் 
சமன்பாடு 33 - 4y + 7 = 0 . 


என்ற 


9-7 . ax + 2hxy + by : + 2g.x -- 2fy + c = () 

வளை வின் முனையும் அச்சும் காணுதல் 


ax2 + 2hxy -- by - 2gx + 2fy + c = 0 


( 1 ) 


சமன்பாடு ( 1 ) பர வளைவைக் குறிக்கு மெனின் , 

12 --- ab = 0 . 


எனவே , இருபடியிலுள்ள உறுப்புக்கள் முழு வர்க்கமாகும் . 


2 , b = B ? எனக் கொண்டால் , 


சமன்பாடு ( 1 ) -ஐப் பின் வருமாறு மாற்றி எழுதலாம் . 


( dx + By ) + 2gx + 2fy + c = ( ) 


( அ - து ) ( x + By + A ) 2 = 2x { dx - g ) + 2y ( BA --f ) 

+ A2 – c ... 

( 2 ) 
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பின் , 


பரவளை வின் செவ்வகல நீளம் K எனக் கொள்வோம் . 
பரவளை வின் மீதுள்ள யாதேனும் ஒரு புள்ளிக்குப் பரவளை வின் 
அச்சிலிருந்து உள்ள தூரம் , அப் புள்ளிக்குப் பரவளைவின் முனை 
யிடத்துத் தொடுகோட்டிலிருந்து உள்ள தூரத்தின் K மடங்கு என 
நாம் அறிவோம் . மேலும் அச்சும் , முனையிடத்துத் தொடுகோடும் 
தம்முள் செங்குத்தாதலின் , 


dx + by + A = 0 


( 3 ) 


Đx (dÀ - g ) + 2y ( 84 - f + Aº - c = 0 


கோடுகள் தம்முள் செங்குத்தாயிருக்கத் தக்கவாறு --வின் 
மதிப்பைக் கொள்வோம் . 


கோடு ( 3 ) -இன் சரிவு = 


* 


Ad - g 


கோடு (4) -இன் சரிவு = 


( - ) ( - X - 1 ) -- 


1 


( அ - து ) d ( Ad- g ) + B ( As - f) = 0 . 


A (U + [B ) = gel + fs . 


எனவே , 


A = 

gd + fB 
d +32 - 


சமன்பாடு ( 2 )-ஐக் கீழ்க் கண்டவாறு மாற்றி எழுதினால் 


dx + By + A1 


VIP + B2 


{va2 + Ba)" 


- 
x ( dA - 8) + p{BA -1) + > > 


-2 


VXT 


g ) 2 + ( pA -f ) 


x 1 ( dA - g) + ( Bh - f ) ? 
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(அ - து ) 


dx + By + A 

2 / { dx - g )2 + (BA - f ) " 
VI + B 

JP + B 
x (UX - 3 } + yxBA - 1) + (X --- 

V (ux - g ) + [3X - f )? 


{ 


அச்சின் சமன்பாடு Jx + By + A = 0. 


முனையிடத்துத் தொடு கோடு 

( dA - g ) x + ( BX_f ) y + ( X2 - c) = 0 . 


2vd - g} 2 + { BA - f ) என்றாகும் . 
செவ்வகல நீளம் . 

2 + B2 


இங்கு A = 

sd + fB 
a2 + 32 


9.8 . கூம்பு வளை வின் மையத் தொலை விகிதம் 

நீள் வட்டத்தின் மையத் தொலை விகிதம் e, b2 = a ( 1-8 ) 
என்ற 

சமன்பாட்டிலிருந்தும் , அதி பரவளைவின் மையத்தொலை 
விகிதம் b = a ( e ” -1 ) என்ற சமன்பாட்டிலிருந்தும் கிடைக்கப் 
பெறும் . 


நீள் வட்டத்தின் மையத் தொலை விகிதம் 


a - 52 


e2 = 1 , 


52 
aa 


- 


T11 


அதி பரவளைவின் மையத் தொலை விகிதம் 


+ 1 , 


22 = 1 + 


a + 62 

a2 


a2 


11 


9.9 . 


குவியங்களின் ஆயத் தொலைகள் 


ஒரு கூம்பு வளைவின் குவியங்கள் அவ் வளைவு பேரச்சு ( அ - து ) - 
குறுக்கச்சின்மீது அதன் மையத்திலிருந்து ae தூரத்தில் இரு பக்கங் 
களிலும் உள்ளது . இவ் வச்சு x ஆயத்துடன் சாய்ந்துள்ள 
கோணம் 9 எனவும் , கூம்பு வளைவின் மையம் (x ) , y1 ) எனவும் 
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கொண்டால் குவியங்களின் ஆயத் தொலைகள் ( x + er \ cos G , 
y + ery sin g ) , ( x - er , cos 9, 11 - er sin a) ஆகும் . 

இங்கு 
பேரச்சு (அ - து) குறுக்கச்சின் நீளத்தில் பாதியாகும் . 


மாதிரி 5 : 

4x2 - 4ry + y* - Sx - 8y + 5 = 0 என்ற 
கூம்பு வளைவின் தன்மையை ஆராய்ந்து வரைக . 


4x " -- 4xy + y2- 8x - 6y + 5 = 0 


( 1 ) 


a = 4. h = - 2 , b = 1 


g = - 4 , f = - 3 , c = 5 . 


ab - 2 = 4.1 - 4 = 0 . 


எனவே , கூம்பு வளைவு ஒரு பரவளைவு ஆகும் . 


சமன்பாடு ( 1 )-ஐப் பின் வருமாறு மாற்றி எழுதலாம் . 


4x" - 4xy + y = 8x + 6y - 5 
( 2x - y ) ? = 8x + 6y - 5 


( 2x - y + A ) = 8x + 6y - 5 + 4Ax - 2Ay + A * 

= x ( 8 + 4A ) + y (6- 2A ) 
+ ( A * - 5 ) 

( 2 ) 
2x - y + A = 0 
( 8 + 4A ]x + ( 6 - 2X ] y + ( A2 – 5 ) = 0 


கோடுகள் தம்முள் செங்குத்தெனின் , 

2 ( 8 + 4A ) -- 1 ( 6 - 2A ) = 0 . 


(அ - து ) 101 + 10 = 0 . 


A = - 1 . 


இம் மதிப்பைச் சமன்பாடு ( 2 )-இல் பிரதியிடின் , 

( 2x - y- 1 ) 2 = 4 ( x + 2y -- 1 ) 


2x - y - 1 


(அ - து ) 


5 ) 


5 = 4 


x + 2y - 1 

V5 


) 5 . 
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( 7 ) - > ( - ) 


அ - து ) Y2 = 4ax . 


4a = 


4 
5 





15 


4 


எனவே , செவ்வகலத்தின் நீளம் 


15 


பர வளை வின் அச்சு Y = () 


(அ - து ) 2x - ) - 1 = 0 . 


முனையிடத்துத் தொடு கோடு X = 0 


( அ - 


T + 2y - 1 = 0 . 


பரவளைவின் முனை ( X = 0 , Y = 0 ) 


( அ - து ) x + 2y - 1 = 0 , 2x - y - 1 = 0 . 


எனவே முனை ( 


3 
5 


4 ) 


சமன்பாடு ( 1 ) -இல் y = ( எனப் பிரதியிடின் , அது 4x3 -- 8x 
+ 5 = 0 என்றாகும் . இதன் மூலங்கள் கற்பனையாதலின் 
பரவளைவு X ஆயத்தை மெய்யான புள்ளிகளில் வெட்டாது . 


- 


6y 


சமன்பாடு ( 1 ) -இல் x = 0 எனப் பிரதியிடின் , அது y ” 
+ 5 - 0 என்றாகும் . 


( அ -- து ) ( y - 1 ) ( y - 5 ) = 0 . 


எனவே , பரவளைவு y ஆயத்தை Q { 0 , 1 ) , Q ( 0 , 5 ) புள்ளி 
களில் வெட்டும் . 


பரவளைவின் படம் வரைய முதலில் அதன் அச்சையும் , 
முனையிடத்துத் தொடு கோடும் வரையவும் . இவைகள் வெட்டும் 
புள்ளி பரவளைவின் முனையாகும் . பர வளைவு x ஆயத்தை வெட் 

அது 1 ஆயத்தை வெட்டும் புள்ளிகளான Q (0 , 1 ) , 
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( (0 , 5 )-ஐக் குறிக்கவும் . அச்சின் மீது பரவளை வின் முனை 

1 
A- யிலிருந்து தூரத்தில் S என்ற புள்ளியைக் குறிக்கவும் . 

5 
அச்சுக்குச் செங்குத்தாக S வழி ஒரு நேர்க்கோடு வரைந்து , 
அதன்மீது L, L புள்ளிகளை SL = SL = என்றிருக்குமாறு 

15 
குறிக்கவும் . S பரவளைவின் குவியமாகும் . 1 , L புள்ளிகள் செவ்வ 
கலத்தின் முனைகளாகும் . பர வளைவு L , A , L, Q , புள்ளிகள் 
வழிச் செல்லும் . 


- பரவளைவு 


படம் 891 


A 


( * ) , 2 ( 0 , 1 ) , 2"(0, 5 ) 


1 


AS = 


SL = SL = 


V5 


151 
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மாதிரி 6 : 16x" - 24xy + 9y - 104x- 172y + 44 = 0 
என்ற கூம்பு வளைவை ஆராய்ந்து படம் வரைக . 


16x – 24xy + 9y - 104x - 172y + 44 = 0 ... ( 1 ) 


d = 16 , h = -12 , b = 9 


g = -52, f = -86 , c = 44 . 


ab - h- + 16.9-144 = 0 . 


எனவே , சமன்பாடு ( 1 ) ஒரு பரவளைவைக் குறிக்கும். 


சமன்பாடு ( 1 )-ஐப் பின்வருமாறு மாற்றி எழுதலாம் . 


16x – 24xy4-9y = 104x + 172y - 44 


( 4x - 3y ) = = 104x + 172y - 44 
( 4x - 3y + A ) = 104x + 172y - 44 + 8Ax - 8Ay + X 
= x ( 104 + 5A ) +1 ( 172-8A ) 

+ ( A2-44 ) ( 2 ) 


ess 


4x - 3y + A = 0 | 


x ( 104 + 8X ) + y ( 172-6A ) + ( A2-44 ) = 0 


கோடுகள் தம்முள் செங்குத்தெனின் , 

4 ( 104 + 8A ) -3 ( 172-6A ) = 0 


( அ.து ) 


418 + 32A - 516 + 18A = 0 . 


. 


50A = 100 . 


இம்மதிப்பைச் சமன்பாடு ( 2 ) -இல் பிரதியிடின் , 
{ 4x - sy + 2 ) 2 = 120x + 180y -40 

= 40 (3x + 4y - 1 ) . 


* 


(4-3 )* 25 = 40 (3 +5-1 )5 
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* 


(4a- 3 + ) = s ( + 4 - ) 


(அ.து ) 


Y2 = 4ax . 


a = 2. 


எனவே , செவ்வகலத்தின் நீளம் 4.2 = 8 . 


பரவளைவின் அச்சு Y = 0 

( அ - து ) 4x - 3y + 2 = 0 . 


முனையிடத்துத் தொடுகோடு X = 0 

( அ - து) 3x + 4y - ] == 0 . 


பரவளைவின் முனை ( X = 0 , Y = 0 ) 


(அ - து ) [ 3x + 4y – 1 = 0 , 4x - 3y + 2 = 0 ) 


(அ - து) 


( - + 3 ) 


சமன்பாடு ( 1 )-இல் , y = 0 எனப் பிரதியிடின் , 

16x " - 104x + 44 = 0 


(அ - து ) 4x " - 26x + 11 = 0 . 


x = 8.1 


x = 5 ( தோராயமாக ) . 


எனவே , பரவளைவு X ஆயத்தை P ( -5 , 0 ) , P (61, 0 ) 
புள்ளிகளில் வெட்டுகிறது . 


சமன்பாடு ( 1 )-இல் , x = 0 எனப் பிரதியிடின் , 

9y - 172y + 44 = 0 . 


y = 0-3 


y = 19 ( தே 


பயமாக ) . 
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எனவே , பரவளைவு y ஆயத்தை Q ( 0 , 0.3 ) , ( ( 0 , 19) 
புள்ளிகளில் வெட்டுகிறது . 


பரவளைவுப் படம் வரைய , முதலில் பரவளை வின் அச்சையும் , 
முனையிடத்துத் தொடுகோடும் வரைக . இவைகள் வெட்டும் 
புள்ளி 4 , பரவளைவின் முனையாகும் . 

பரவளைவு 3 ஆயத்தை P { 5 , 0 ) , P ( 6 • 1 , 0 ) புள்ளிகளில் 
வெட்டுகிறது . எனவே , x ஆயத்தின் மீது P. P புள்ளிகளைக் 
குறிக்கவும் . பரவளைவு y ஆயத்தை Q ( 0 , 0.3 ) , Q ( 0 , 19 ) 
புள்ளிகளில் வெட்டுகிறது . எனவே , } ஆயத்தின் மீது . , ( 
புள்ளிகளைக் குறிக்கவும் . 


பரவளைவின் முனை A-யிலிருந்து 

அதன் அச்சின் மீது 
S புள்ளியை AS = 2 என்ற கட்டுப்பாட்டில் குறிக்கவும் . S புள்ளி 
யிலிருந்து பரவளை வின் அச்சுக்குச் செங்குத்தாக ஒரு கோடு 
வரைந்து அதன் மீது L , L புள்ளிகளை SI = SL = 4 என்றிருக்கு 
மாறு குறிக்கவும் . 


S பரவளைவின் குவியம் L , L புள்ளிகள் செவ்வகலத்தின் 
நுனிகளாகும் . 

பரவளைவு A , P , Q , P , , L , L புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் . 
படம் தோராயமாகப் பின் வருமாறு இருக்கும் . 


y 


படம் 90 
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பரவளைவு 


( - + . :) 


P ( 5 , 0 ) , P (6 • 1 , 0 ) , 


Q ( 0 , 0.3 ) , ( ( 0 , 19) . 


AS = 2 ; SL = SL = 4 . 


மாதிரி 7 : 36x --- 24xy + 29y - 72x - 126y + 81-0 
ற கூம்பு வளைவினை ஆராய்ந்து படம் வரைக . 


F (x , y) = 36x2 + 24xy + 2sy2-72x + 126y + 81 = 0 ( 1 ) . 


( = 36 , h = 12 , b = 29 , g = 


36 , f= 63 , ( = 81 . 


ab - h = 38.29 - 122 


= 1044 - 144 


= 900 > 0 . 


எனவே , 


சமன்பாடு ( 1 ) ஒரு நீள் வட்டத்தைக் குறிக்கும் . 


af 
ax 


72x + 24y - 72 


= 24x -- 58y + 126 , 


0 
ay 
of 


= 0 , 


af | 
ay 


0 எனின் , 


72x + 24y - 72 = 0 


24x + 58y -- 128 = 0 . 


இச் சமன்பாடுகளின் தீர்வுகள் நீள் வட்டத்தின் மையமாகும் . 


. , 


நீள் வட்டத்தின் மையம் ( 2 , --3 ) . 


ஆதியை மையத்திற்கு மாற்றினால் சமன்பாடு ( 1 ) 

36x2 - + 24xy + 29y : + c = ) என்ருகும் . 


C ] = gx1 + fy : + c 

= ( -36 ) .2 + 63 { - 3 ) + 81 
= -72- 183 + 81 = - 180 . 
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எனவே , மையக் கூம்பு வளை வின் சமன்பாடு ( அ - து ) புதிய 
ஆயங்களைப் பொறுத்த நீள் வட்டத்தின் சமன்பாடு 

38x2 + 24xy + 28y" = 180 


( அ - து ) 


36 

x2 + 
180 


24 

xy + 
180 


28 
180 


2 


- 


1 


( 2 ) 


-- 


பேரச்சு , சிற்றச்சு - ஆகியவைகளின் நீளங்கள் 
சமன்பாட்டிலிருந்து கிடைக்கப்பெறும் . 


பின் வரும் 


( 4- + ) ( 8- ) - 


இங்கு 


36 
180 


28 
B = 

180 


12 
180 


3 


( 18 + ) ( 138- + ) - (13 ) 


(அ -து ) 


( 36r " -180 ) ( 29r - 180 ) = 144r" 
1044r4-11700 / 2 + 32400 = 14474 


* 


( அ- து) 


900r - 11700r-+ 32400 = 0 


* 


p4 -13r" + 36 = 0 


எனவே , ( r - 8 ) {r " -4) = 0 

r = 9 ; r , = 4 


பேரச்சின் நீளம் 21 


249 ) 


சிற்றச்சின் நீளம் 27 , 


2/4 = 4 . 


பேரச்சின் சமன்பாடு , 


x + Hy = 0 . 


( 4-- ) 
( 16- 5 ) : + 13 -0. 


( அ.து ) 





16x + 12y = 0 . 
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பகுமுறை வடிவ கன 


பழைய ஆயங்களைச் சார்ந்து பேரச்சின் சமன்பாடு 

16 (x - 2) +12 ( y + 3 ) = 0 . 

16x + 12y + 4 = 0 
( அ-து , 4x + 3y + 1 = 0 . 
சிற்றச்சின் சமன்பாடு 3x - 4y + K = 0 ஆகும் . 
இது ( 2. - 5 ) வழிச் செல்லின் , 

6 + 12 + K= 0 . 
* K = -15 . 


எனவே , பழைய ஆயங்களச் சார்ந்து சிற்றச்சின் சமன்பாடு 

3x - 4y - 18 = 0 . 


சமன்பாடு ( 1 )-இல் y= 0 எனப் பிரதியிடின் , 

38x - 72x + 81 = 0 
4x2-8x + 9 = 0 . 


8 + v64-144. 


5 


எனவே , நீள் வட்டம் x ஆயத்தைக் கற்பனைப் புள்ளிகளில் 
வெட்டும். 


சமன்பாடு ( 1 ) -இல் x = 0 எனப்பிரதியிடின் , 

29y + 126y + 81 = 0 . 


y= - 8 ) 


y= -38 } ( தோராயமாக ) 


எனவே , நீள் வட்டம் ) ஆயத்தை Q (0 ,-- 8 ) . Q ( 0 , -3-6 ) 
புள்ளிகளில் வெட்டும் . 
நீள் வட்டத்தின் செவ்வகலம் 

8 | 
3 3 


நீள் வட்டம் வரைய முதலில் பேரச்சையும் , சிற்றச்சையும் 
வரைக . அவைகள் வெட்டும் புள்ளி நீள் வட்டத்தின் மையமாகும் . 
மையம் C- யிலிருந்து பேரச்சின் மீது A , A புள்ளிகளை CA = CA = 3 
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என்றிருக்குமாறு குறிக்கவும் . இவைகள் பேரச்சின் முனைகளாகும் . 
பின் சிற்றச்சில் B , B புள்ளிகளை CB = CB = 2 என்றிருக்குமாறு 
குறிக்கவும் . 


பின் , 


B புள்ளியை மையமாகவும் , CA-வை ஆரமாகவும் 
கொண்ட ஒரு வட்டம் வரையவும் . இது பேரச்சை வெட்டும் 
புள்ளிகள் S , S எனும் குளியங்களாகும் . S புள்ளி வழி பேரச் 
சுக்குச் செங்குத்தாக ஒரு கோடு வரைந்து அதன் மீது SL = SL 

என் றிருக்குமாறு 1 , L புள்ளிகளைக் குறிக்கவும் . இவ்வாறே 
3 
S வழி பேரச்சுக்குச் செங்குத்தாகக் கோடு வரைந்து S Lq = SLI 
- என்றிருக்குமாறு - 1, L புள்ளிகளை குறிக்கவும் . 


நீள் வட்டம் x ஆயத்தை வெட்டாது . அது 3 ஆயத்தை 
Q ( 0.- 8 ) , Q { 0 , -3.6 ) புள்ளிகளில் வெட்டும் . 


A , A ; B , B ; L , L ; L ) , L ; Q , Q புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் 
வளைவு நீள் வட்டமாகும் . அதன் அமைப்புத் தோராயமாகப் பின் 
- வருமாறு இருக்கும் . 


T 


S 


ஒ 


படம் 


9 . 


நீள் வட்டம் 
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4 


c ( 2 , -3 ) , SL = 


SL ) 


* Q ( 0 . - .- 8 ) , Q (0, 3-6). 


மாதிரி 8 : 


3 ( 3x - 2y + 4 ) ? - 2 | 2x + 3y - 5 ) 


என்ற கூம்பு வளை வின் படம் வரைக . 


3 (3x - 2y + 4 ) +2( 2x + 3y - 5 ) = 39 ... ( 1 ) 


3x - 2y + 4 = 0 , 2x + 3y - 5 = 0 


என்ற கோடுகள் தம்முள் செங்குத்தாக வெட்டுமாதலின் , சமன் 
பாடு ( 1 ) -ஐப் பின் வருமாறு எழுதலாம் . 


P 


3 


3x - 2y + 4 
V32 + 22 


( 3 + 2+) 

( v2% + 32 ) = 39 


2x + 3y - 5 
V22 + 32 


3x - 2y + 4 


2 


2x + 3y - 5 


(அ - து ) 3 


( 


13 


) 


- 13 


( 2 ) 


P (x, y ) கூம்பு வளை வின் மீதுள்ள யாதேனும் ஒரு புள்ளி 
எனவும் , அப் புள்ளியிலிருந்து 3x - 2y + 4 = 0 , 2x + 3y - 5 = 0 
கோடுகளுக்கு வரையப்படும் செங்குத்துக் கோடுகள் முறையே 
PM , PN எனவும் கொள்வோம் . 


எனவே , சமன்பாடு ( 2 ) 

SPM ? + 2 PN2 = 3 என்ருகும் . 


PM 


( அ - து ) 


PN2 

= 1 
3 
2 


PN2 


( அ - து ) 


PM 
+ 

1 
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+ 


என்ற வடிவிலுள்ள தால் சமன்பாடு ( 1 ) ஒரு நீள் வட்டத்தைக் 
குறிக்கும் . 


பேரச்சின் சமன்பாடு Y = 0 


1 


( அ - து ) 3x - 2y + 4 = 0 . 


சிற்றச்சின் சமன்பாடு X = 0 


{ அ - து ) 2x - 3y -- 5 = 0 , 


பேரச்சின் நீளம் 


2A = 2 


M 


8 
2 


= 16 . 


சிற்றச்சின் நீளம் 

= 2B = 2NT = 2 . 


நீள் வட்ட மையம் 


( 


3x --- 2y - 4 = 0 
2x + 3y - 5 = (0) 


) ( அ -து ) 


23 
13 


13 


நீள் வட்டத்தின் செவ்வகலம் 

B2 
= 2 


1 


M 


சமன்பாடு ( 1 ) -இல் y = 0 எனப் பிரதியிடின் , 

3 ( 3x + 4 ) + 2 ( 2x - 5 ) * = 39 என்றாகும் . 


3 ( 9x3 + 24x + 16 ) +2( 4x - 20x + 25 ) = 38 


( அ - து ) 35x2 + 32x + 59 = 0 . 


32 = 1024 


8260 


70 


ப . வ .- 27 . 
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எனவே , நீள் வட்டம் x ஆயத்தை மெய்யான புள்ளிகளில் 
வெட்டாது . 


மீண்டும் சமன்பாடு ( 1 )-இல் x = 0 எனப் பிரதியிடின் , 

3 ( -2y + 4) + 2 ( 3y - 5 ) = 39 


(அ - து ) ( 12y2-48y + 48 ) + 2 ( 9y - 30y + 25 ) = 39 


(அ -- து ) 30y 


108y + 59 = 0 . 





108 = V11884 - 7080 

60 





y = 2-90 

* 70 தோராயமாக . 


எனவே , நீள் வட்டம் y ஆயத்தை Q ( 0,7) , Q ( 0 , 2 • 9 ) 
புள்ளிகளில் வெட்டும் . 


நீள் வட்டம் வரைய முதலில் 3x - 2y + 4 = 0 , என்ற 
பேரச்சையும் , 2x + 3y-- 5 = 0 என்ற சிற்றச்சையும் வரையவும் . 

29 
இவைகள் வெட்டும் புள்ளி நீள் வட்ட மையம் C 

13 13 
ஆகும் . பின் 

பேரச்சின்மீது A , A புள்ளிகளை CA = CA 
என்றிருக்குமாறும் , சிற்றச்சின்மீது B , B புள்ளிகளை 

2 
CB = CB = 1 என்றிருக்குமாறும் குறிக்கவும் . பின் புள்ளியை 
மையமாகவும் , CA- வை ஆரமாகவும் கொண்ட 
வரைக . இவ் வட்டம் பேரச்சை வெட்டும் புள்ளிகள் S, S எனும் 
குவியங்கள் ஆகும் . 


ஒரு வட்டம் 


S. S புள்ளிகள் வழி பேரச்சுக்குச் செங்குத்தாகக் கோடுகள் 
வரைந்து L , L ; L4 , LI என்ற புள்ளிகளை SL = SL = S L 
= S L = 

என்றிருக்குமாறு குறிக்கவும் . 
3 


M ) 


A , A ; B , B ; Q , ; I , L ; L , LI புள்ளிகள் வழிச் 
செல்லும் வளைவு நீள் வட்டமாகும் . படத்தின் அமைப்புத் தோராய 
மாகப் பின்வருமாறு இருக்கும் . 
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1Y 





5 / 


8 


- 


2x 
+ 
3 
¥ 
-5 
= 
0 


B 


3X - 2 } + 4 = 2 


3 { 3x - 23 +4 ) +2{ 2x + 3^g- 5 ) = 
நீள் வட்டம் 


படம் 92 . 


2 231 
13 13 


Q ( 0,7 ) , Q ( 0 , 2.9 ) 


SL = SL = S L = S L = 


NE 


V67 = 8 


( தோராயமாக ) 


மாதிரி 9 : 3x + 4xy - 6 = 0 என்ற கூம்பு வளைவின் 
படம் வரைக . அதன் தொலைத் தொடுகோடுகளைக் காண்க . 


3.x + 4xy 


-- 6 = 0 


... 


--- 


a = 3 , n = 2 , b = 0 , s = f = 0 , 


C = - 6 . 


rab - h2 = 0 - 4 = -- 4 < 0 . 
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எனவே , ( 1 ) ஓர் அதிபரவளைவைக் குறிக்கும் . 


f (x, y ) = 3x2 + 4xy - 6 . 


af| 


= 6x + 4y 


af 
8y 


= 4x . 


af af 

= 0 , = 0 எனின் , 
0x 


xே + 4y = 0 


4x = 0 


எனவே . அதிபரவளைவின் மையம் ( 0 , 0 ) . 


ஆதியும் மையமும் ஒன்றாதலால் , மையக் கூம்பு வளைவின் 
சமன்பாடு 

3x + 4xy -- 6 = 0 


( அ- து ) 


3 
6 


4 
+ 


= 1 , 


அச்சுக்களின் நீளம் 


( 4- + ) (s- + ) 


= H2 . 


3 
இங்கு A = 

6 


. 


H = 


2 
6 


B = 0 ஆதலின் , 


( - ) ( - + ) - 1 


36 . 


( அ.து ) 2r4 + 9r3 - 18 = 0 


( அ- து ) ( 2/2 - 3 ) ( r + 6 ) = 0 . 


8 


எனவே , r 


- 


Fe 


8 . 


2 
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குறுக்கச்சின் நீளம் == 


2 = 20 


= 8 . 


2 


துணையச்சின் நீளம் 2VTri2 | = 21-61 = 206 

( எண் மதிப்பு) . 
குறுக்கச்சின் சமன்பாடு 


x + 3y = 0 


( 4- - ) 

) 


( அ - து ) 


3 
6 


2 
1 + 


( அ - து ) 


X – 2y = 0 . 


துணையச்சின் சமன்பாடு 

2x + y = K. 


இஃது ஆதி வழிச் செல்வதால் , K = 0 . 

2x + y = 0 . 


சமன்பாடு ( 1 ) -இல் , y = 0 எனப் பிரதியிடின் , 

3x2 - 6 ( அ - து ) x = + 2 . 


எனவே , அதிபரவளைவு x ஆயத்தை P ( V ,, 0 ) , P ( -12, 0 ) 
புள்ளிகளில் வெட்டுகிறது . 


சமன்பாடு ( 2 ) -இல் , x = 0 எனப் பிரதியிடின் , 

6-3x2 6 
] = 4x 

( 


ல 


எனவே , அதிபரவளைவு y ஆயத்தைக் கந்தழியில் வெட்டும் . 


2| 


+ } fa * 


|க 


+ 6 
2 


15 


2 


- 


X 


2 


3 
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: e = 15 . 


cs = CS = fle = 


15 


15 
2 


அதிபரவளைவின் செவ்வகலம் 


Try | 


6 


2 


416 . 


3 


அதிபர வளைவுப் படம் வரைய முதலில் குறுக்கச்சையும் , 
துணையச்சையும் வரையவும் . இவைகள் வெட்டும் புள்ளி அதிபர 
வளைவின் மையம் C ( 0 , 0 ) ஆகும் . 


கல் 


குறுக்கச்சின்மீது A , A புள்ளிகளை CA = CA = 
என்றிருக்குமாறு குறிக்கவும் . மேலும் , குறுக்கச்சின்மீது S, S 
புள்ளிகளை CS = CS = 

15 

என்ற அளவில் குறிக்கவும் . 
2 


பின் S, S புள்ளிகள் வழி குறுக்கச்சுக்குச் செங்குத்தாகக் 
கோடுகள் வரைந்து அவைகளின்மீது L , L ; L ) , L1 புள்ளிகளை 
SI = SL = S L , = S LI = 216 என்றிருக்குமாறு குறிக்கவும் . 


A , A ; P, P ; L , L ; 1 , LI புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் வளைவு 
அதிபரவளைவாகும் . அதிபரவளைவின் படம் தோராயமாகப் பின் 
வருமாறு அமையும் . 


தொலைத் தொடு கோடுகளின் சமன்பாடு 

3x2 + 4xy + K = 0 . 


இவைகள் ஆதிவழிச் செல்வதால் , K = 0 . 


எனவே , தொலைத் தொடுகோடுகளின் சமன்பாடு 

3x* + 4xy = 0 


( அ - து) x ( 3x + 4y ) = 0 


( அ - து ) x = 0 , 3x + 4y = 0 . 


428 


இருபடியின் பொதுச் சமன்பாடு , கூம்பு வளைவு வரைதல் 


2xtY=0 


x- 2 >=0 


x 


s 


படம் 93 . 


என்ற 


மாதிரி 10 : x - 5xy + y + 8x - 20y + 15 = 0 
கூம்பு வளைவின் படம் வரைக . 


x3_5xy + y + 8x - 20y + 15 = 0 ... 


5 


a = 1 , h = 


b = 1 , 


" 


g = 4 , f = - 10 , 


c = 15 . 


25 


ab - h2 = 1 


21 


< 0 . 


4 


எனவே , சமன்பாடு ( 1 ) ஓர் அதிபரவளைவைக் குறிக்கும் , 
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f ( x , y ) = x" - 5xy + y + 8x - 20y + 15 . 
of | 

2x -- 5y + 8 
ax 


of 
ay 


2 - 5x - 20 


af | af 

= 0 , 
3x ay 


எனின் , 


5y + 8 = 0 , 
-5x + 2y - 20 = 0 . 


இவைகளின் தீர்வுகள் அதிபரவளைவின் மையம் ஆகும் . 


எனவே , அதிபரவளைவின் மையம் (-4 , 0 ). 

ஆதியை மையத்திற்கு மாற்றினால் மையக் கூம்பு வளைவின் 
சமன்பாடு 

x2 - 5xy + y + c = 0 . 


C1 = gx1 + fy + c 

= 4 ( -4 ) +0 + 15 = - 1 


* x2 - 5xy + y = 1 . 


அச்சுக்களின் நீளங்கள் பின் வரும் சமன்பாடுகளிலிருந்து 
அறியலாம் . 


( A - + ) ( - ) - 


= H. 


இங்கு A = 1 , B = 1 , 


H = 


5 
21 

ஆதலின் , 


( - + ) (1 - + ) - 4 


25 


( r - 1 ) : = 


p4 


( அ - து ) 21r* + 8r : - 4 = 0 . 
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--8 + 164 + 338 

42 


--8 = 20 

42 


2 


2 


은 


fg | 


7 


3 


எனவே , குறுக்கச்சின் நீளம் 


2r1 


VA 


துணையச்சின் நீளம் 


2 
3 


குறுக்கச்சின் சமன்பாடு 


* -- Hy 


( 4- + ) 
( அ - து ) ( 


1 - 


7 | 
2 


5 

y = 0 
2 


( அ - து ) x + y = 0 . 

எனவே , பழைய ஆயங்களைப் பொறுத்துக் குறுக்கச்சின் 
சமன்பாடு 

{ x + 4 ) + y = 0 


( அ - து) x + y + 4 = 0 . 


துணையச்சின் சமன்பாடு 

Y - x + K = 0 


இது ( -4 , 0 ) புள்ளி வழிச் செல்லின் , 
4 + K = 0 . 

K = - 4 . 


எனவே , 


பழைய 


ஆயங்களைச் 


சார்ந்து 


துணையச்சின் 


சமன்பாடு 


y - x - 4 = 0 
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(அ - து ) x – y + 4 = 0 . 


சமன்பாடு ( 1 ) -இல் , y = 0 எனப் பிரதியிடின் , 

x + 8x + 15 = 0 


( அ - து ) (x + 3 ) ( x + 5 ) = 0 . 


எனவே , அதிபரவளைவு x ஆயத்தை P ( -3 , 0 ) , P ( - 5 , 0 ) 
புள்ளிகளில் வெட்டும் . 


சமன்பாடு ( 1 )-இல் , x = 0 எனப் பிரதியிடின் , 

y 20y + 15 = 0 . 


ஃ 


} == 19.2 


3.2 }( தோராயமாக ). 


எனவே , அதிபரவளைவு y ஆயத்தை Q ( 0 , 8 ) , Q ( 0 . 19-2 ) 
புள்ளிகளில் வெட்டும் . 

2 
T1 + iry | 

7 

3 
2 
7 


e? 


? 


10 


20 
21 


10 ) 


e = 


S, S குவியங்கள் எனவும் , C அதிபரவளைவின் மையமெனவும் 
கொண்டால் , 
CS = CS = re 

2 10 20 

5 
7 3 21 

21 


செவ்வகலம் 


2 


V. 


4 


2014 


2 


9 


3 
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அதிபரவளைவின் படம் வரைய முதலில் குறுக்கச்சையும் , 
துணையச்சையும் வரையவும் . இவைகள் வெட்டும் புள்ளி அதிபர 
வளைவின் மையம் C ஆகும் . 
குறுக்கச்சின்மீது A , A ; S, S புள்ளிகளை CA = CA 
2 

5 
W21 

என் றிருக்குமாறு குறிக்கவும் . 
S, S புள்ளிகள் வழி குறுக்கச்சுக்குச் செங்குத்தாகக் கோடுகள் 
வரைந்து , அவைகளின்மீது L , I ; L1 , L என்ற புள்ளிகளை 

1 
SL = SL = SL1 = S L 14 என்ற அளவில் குறிக்கவும் . 

3 


M 


CS = CS = 2 // 


அதிபரவளைவு x ஆயத்தை P , P புள்ளிகளிலும் , y ஆயத்தை 
Q , Q புள்ளிகளிலும் வெட்டுகிறது . 


A , A ; P , P ; 2. Q ; L, L ; L1, L புள்ளிகள் வழிச் 
செல்லும் வளைவு அதிபரவளைவாகும் . 


படம் கீழ்க் கண்டவாறு 


தோராயமாக . 


அதிபரவளைவின் 
இருக்கும் . 


y 


PP 


O 


S 


T 


x 
+ 
Y 
+ 
4 
: 0 


படம் 94 . 
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பயிற்சி 9.1 . 


கீழ்க் காணும் கூம்பு வளைவுகளின் தன்மைகள் காண்க . 


1 . 


2 .. 


2x – 5xy -- 3y : - x - 4y + 6 = 0 . 

13x2 - 18xy + 37y : + 2x + 14y - 2 = 0 . 
3. y " 2 / 3xy + 3x2 + 8x - 4y + 5 = 0 . 
4. 7x2 - 17xy + 6y + 23x - 2y - 20 = 0 . 
5 . 36x2 + 24xy + 29y - 72x + 126y + 81 = 0 . 


கீழ்க் காணும் கூம்பு வளைவுகளின் தொலைத் தொடுகோடுகள் 
காண்க , 


6 . x" - xy - 2y + 3y - 2 = 0 
7. y : - xy -- 2x2 - 5y + x - 6 = 0 . 


கீழ்க் காணும் கூம்பு வளைவுகளின் அச்சுக்களின் நீளம் காண்க . 
8. 5x + exy + 5y : + 12x + 4y - 4 = 0 . 
9. x " - 3xy + y + 10x – 10y + 50 = 0 . 
10 . 

14x2 | 4xy + 11y * - 44x - 58y + 71 = 0 . 


கீழ்க் காணும் கூம்பு வளைவுகளின் அச்சுகள் தம் சமன்பாடுகள் 
காண்க . 

|| 
11. x2 + 4xy 6y 28x + 38y + 16 = 0 . 
12 . 11x : + 4xy + 14y " - 26x - 32y + 23 = 0 . 
13. ( x - 2y + 1 ) * + ( 4x + 2y - 3 ): = 10 . 
14 . 17x2 + 12xy + sy2 - 46x - 28y + 33 = 0 . 
15 . 6x + 4xy + 8y - 20x + 4y + 14 = 0 . 


கீழ்க் காணும் கூம்பு வளைவுகளை வரைக . 
18. 4 ( x - 3 ) : + 5 ( y - 2 ) = 0 . 
17. 3 ( x - 4 ) 4 ( y - 5 ) = 38 . 
18. 25x - 120xy + 144y : - 476x - 1494y - 1414 = 0 . 


இருபடியின் பொதுச் சமன் பாடு , கூம்பு வளைவு வரைதல் 


429 


19. x -- 3xy + y + 10x – T0y + 21 = 0 
20 . x2 + 2xy + y - 2x - 1 = 0 . 
21 , 9x – 24xy + 16y ? - 18x – 101y + 19 = 0 . 

16x2 - 24xy + 9y " - 104x - 172y + 44 = 0 . 
23 . x + 12xy - 4y : - 6x + 6y + 9 = 0 . 
24 . x2 + 4x) + y2 -- 2x + 2y - 6 = 0 . 
25 . 14x * - 4xy + 11y " - 44x - 58y + 71 = 0 . 
26 . ax2 + 2hxy == by + 2gx + 2fy + c = 0 ஒரு செவ்வக . 

அதிபரவளை வெனின் , தொலைத் தொடு கோடுகளைச் 
சார்ந்து அதன் சமன்பாடு , 2 { he - ab ) xy 
என நிறுவுக . 


A 


27. ( a +52 ) ( x + y ) = ( bx + ay - ab ) என்ற பர வளைவின் 

2ab 
செவ்வகல நீளம் 

என நிறுவுக . 
Va 

+2 


28 . 


29 . 


( x + y + Va என்ற பரவளைவின் குவியம் , அச்சு, 
இயக்குவரை ஆகியவற்றைக் காண்க . 
ax + 2hxy + ay2 = d என்ற கூம்பு வளைவின் 

வரை 
அச்சுக்கள் தம் ( semi axes) நீளங்களின் பெருக்குத் 

d 
தொகை 

என நிறுவுக . 


30. x + y = ( 3x + 4y + 10 ) ” என்ற சமன்பாட்டை விளக்குக . 


விடைகள் 


2 


1 . 


அதிபரவளைவு , மையம் 


* ) . 


5xy 


- 3y2 + 7 = 0 . 


2. நீள் வட்டம் , மையம் 


( - + 


4 ) . 


13.x 


18xy 


+ 37y 


3 . 


கூம்பு வளைவு ஒரு பரவளை வாகும் . 
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4 , அதிபர வளைவு, மையம் ( 2,3) , 7x2 - 17xy + 6y : = 0 . 

5. நீள் வட்டம் , மையம் ( 2 , -3 ) , 38x2 + 24xy + 29y2 
= 180 . 


6. x - xy - 2y : + 3y - 1 = 0 . 
7. (y + x- 2) ( y - 2x - 3 ) = 0 . 


8. 16 ; $ 16 . 
9 . 2060 ; 24-12 . 
10. 216 ; 4 . 
11 . 4x + 3y + 11 = 0 , 3x - 4y + 2 = 0 . 
12. x + 2y - 3 = 0 . 2x - ) - 1 = 0 . 
18 . 4x + 2y - 3 = 0 . x – 2y + 1 = 0 
14 , 2x + y - 3 = 0 , x - 2y + 1 = 0 . 
15. x - y - 3 = 0 , x + y - 1 = 0 . 


16. நீள் வட்டம் , மையம் ( 3 , 2 ) , பேரச்சு y - 2 = 0 , 
சிற்றச்சு x - 3 = 0 , பேரச்சின் நீளம் 2/5 , சிற்றச்சின் 
நீளம் 4 . 


17. அதிபரவளைவு , ( 4 , 5 ) , குறுக்கச்சு 415 , துணையச்சு 
x -- 4 = 0 , குறுக்கச்சு y - 5 = 0 . 


18. பரவளைவு முனை ( -2 , 3 ), அச்சு 5x - 12y + 46 = 0 . 
செவ்வகலம் 6 , முனையிடத்துத் தொடுகோடு 12x + 5y + 9 = 0 . 


19. x2 - 3xy + y + 10x - 10y + 21 = 0 . அதிபர 
வளைவு , மையம் ( -2 , 2 ) . குறுக்கச்சு 24 2 , துணையச்சு 

2 


V 
20. பரவளைவு , முனை ( 


. 


3 

அச்சு 2x + 2y - 1 = 0 . 

8 8 
முனையிடத்துத் தொடுகோடு 4x - 4y + 5 = 0 , செவ்வகல நீளம் 

1 
2 
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. 


29 
21. பரவளைவு , முனை 

செவ்வகல நீளம் 3 , 

25 
3x - 4y + 7 = 0 , முனையிடத்துத் தொடுகோடு 
4x + 3y + 2 = 0 . 


பரவளைவு , முனை ( 


செவ்வகல நீளம் 8 , 


1 
22 . 

5 
அச்சு 4x - 3y + 2 = 0 , 
3x + 4y - 1 = 0 . 


முனையிடத்துத் 


தொடுகோடு 


23 , அதிபரவளைவு , மையம் 


0 , 


2 


குறுக்கச்சு 3x + 2y 


நீளம் 


- 1 = 0 , 

துணையச்சு 4x - 6 + 3 = 0 , 
10 

துணையச்சின் நீளம் 2 
8 


குறுக்கச்சின் 
10 


. 


- 


24. அதிபர வளைவு , 


மையம் ( -1 , 1 ) , குறுக்கச்சு 

13 
குறுக்கச்சு x - y + 2 = 0 , துணையச்சு 


துணையச்சு 
x + y = 0 . 


25. நீள் வட்டம் , மையம் { + 2 , + 3 ) , பேரச்சு 2x - y 
- 1 = 0 , 2/6 ; சிற்றச்சு x + 2y - 8 = 1 , 4 . 


a 


28 , குவியம் ( 2 


| , அச்சு x - y = 0 , இயக்கு வரை 


x + y == 0 . 


30. பரவளைவு 


23 
16 


அச்சு 4x + 4y = 5 , செவ் 


} ) , 


16 


வகலம் 


3- 2 
4 


முனையிடத்துத் தொடுகோடு 8.x - 8y = 19 , 


9-10 . ax + 2hxy + by : + 2gx + 2fy + c = 0 என்ற கூம்பு 

வளைவுக்கு (x1 , } 1 ) புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு 


( x , y ) புள்ளி வழிச் செல்லும் ஒரு கோட்டின் சமன்பாடு 


} _- y1 | 

sing 


( 1 ) 


cos 
எனக் கொள் வோம் . 
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இக் கோட்டின் மீதுள்ள யாதேனும் ஒரு புள்ளியின் ஆயத் 
தொலைகள் 

( x + r cos 9 , y1 + r sin g ) ஆகும் . 


இப் புள்ளி ax2 + 2hxy + by + 2gx + 2fy + c = 0 

( 2) 
என்ற கூம்பு வளை வின் மீதிருப்பின் , 
a ( x + rcosg) + 2h ( x1 + rcosa ) ( y + r sing ) + b( y1 + rsing ) 

+ 2g ( x + r cos 9 ) + 2f ( y1 + r sin q ) + c == 0 . 


(அ- து ) r* [ a cos 9 + 2h sin a cos G + b sin e ] 

+ 2r { ( ax + hy1 + g ) cos 9+ (hx + by + fjsing) 
- + ax " + 2hxy1 + by1 * + 2gx1 + 2fy1 + c = 0 ... ( 3 ) 


இது 7 - இல் இருபடிச் சமன்பாடா தலின் , இதன் இரு மதிப்புக் 
களாக r1 , 1 , என்பவை , (xy , y1 ) புள்ளியிலிருந்து வளைவுகள் 
( 1 ) , ( 2 ) வெட்டும் இரு புள்ளிகளின் தூரங்களை அளிக்கும் . 


(x1 , y1 ) புள்ளி வழிச் செல்லும் கோடு ( 1 ), ( x | y1 ) புள்ளி 
யிடத்துக் கூம்பு வளைவு ( 2 ) -இன் தொடுகோடெனின் r1 = rg == 0 . 


(அ - து ) சமன்பாடு ( 3 )-இன் இரு தீர்வுகளும் பூச்சியமாம் . 


ஃ ax ) + 2hxy1 + by1 * + 2gxx + 2fy + c = 0 


( axl + hy : +3) cose + { hx} + by + f ) sine = 0 ... (5 ) 

sing 
( 5 )-இலிருந்து 

ax + hy : + g / 
cos 

hx + by : + f 


ஆனால் , ( 1 ) -இலிருந்து 


sino 
cos O 


y - y1 ) 





y - y1 ax : + hy : + g 

X - X1| hx1 + by + f 
( அ-து ) (ax + hy1 + 8 ) (x- x ] ) +( hx + by1+ f){ y- > 1 ) = 0 . 

axx1 + h { xy1 + x13 ) + byy1 + g + fy 

ax1 * + 2hx | y1 + by1 + gx : + fyi• 


இருபடியின் பொதுச் சமன்பாடு , கூம்பு வளைவு வரைதல் 
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இரு பக்கமும் gx} + f s + c- ஐக் கூட்ட , 
axx : + h ( xy1 + xy) + byyi + g ( x + x ) + f ( y + y ) + c 

ax1 * + 2hx| y1 + by * + 2gx1 + 2fy1 + c 
= 0 (சமன்பாடு 4 - இன் படி ) . 


== 


எனவே , { x} } } } புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு 
axx + h ( xy1 + xy) + byy1 + g ( x + x ) 

+ f ( y + y + t = 0 . 


( அ - து ) 


X x1 + hy ] + g ) -+ ) (hxl + by + f ) 

+ ( gx1 + fyi + c ) = 0 . 


9.11 . ! x + 172 ) + n = 0 எனும் கோடு ax + 2hxy + by2 + 2gx 

+ 2fy + c = ) கூம்பு வளைவுக்குத் தொடுகோடாக 
அமையத் தேவையான கட்டுப்பாடு 


lx + my + n = 0 


ax " + 2hxy-+ by + 2gx + 2fy + c = 0 


( 2 ) 


கோடு ( 1 ), கூம்புவளைவு ( 2 )-க்கு (x1 , } 1 ) புள்ளியிடத்துத் 
தொடுகோ டெனக் கொள்வோம் . 


பத்தி 9.10 - இன்படி ( x1 , y1 ) புள்ளியிடத்துத் தொடுகோட் 
டின் சமன்பாடு 


axx : + h ( xy1 + x ] y) + byy1 + g ( x + x ; ) 

-- f ( y + y ) + c = 0 . 


( அ - து ) x { ax : + hy : + g ) + } { hx + by1 + - f ) 

+ {gx : + fy + c ) = 0 


( 3 ) 


சமன்பாடுகள் ( 1 ) , ( 3 ) ஒரே நேர்க் கோட்டைக் குறிக்கும் . 


ax | 


£1 + lip1 + 3 


hx } + by + f _ gli + fli + e 


111 


ப.வ. - 28 . 
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( அ - து ) 1x1 + hy : + g = ! A 


... 


( 4 ) 


hx + by : + f = imA 


( 5 ) 


gx ] + fy + c = }zA 


... 


( 8 ) 


{ x } , y1 ) புள்ளி / x + my + n = 0 கோட்டின் மீதுள்ளது . 


. 


Ix ] + my1 + n = 0 


( 4 ) , ( 5 ) , { 8 ) , ( 7 }-இல் 


x1 , y1 , A- ஐ 


சமன்பாடுகள் 
நீக்கினால் , 


. 


al 


- 


h 


= 0 என்றாகும் . 


g 


1 


C 


1 


112 


h 


0 


இதை விரிவு படுத்தினால் , 

Al + Bm + Cr + 2Fnn + Gnl + 2 HIm = 0 என்றாகும் . 
இங்கு A , B , C, F , G , H என்பவை 


d 


H 


b 


8 


f 


C 


என்ற அணிக் கோவையின் ( determinant } a , b , c, f , g, h என்ற 
மூலங்களின் (elements ) இணைச்சினை யாகும் ( cofactors ) . 


19-12 , 


கூம்பு வளைவைச் சார்த்த ( x1 , y 1 ) புள்ளியின் இசைக் 
கோட்டின் சமன்பாடு 


நாம் முன்னர்க் கண்டது போல , ax : + 2hxy- + by + 2gx 
+ 2fy + c = 0 கூம்பு வளைவைச் சார்ந்த (xy : } 1 ) புள்ளியின் 
இசைக் கோடு அல்லது ( xy > yx ) புள்ளியிலிருந்து கூம்பு வளைவுக்கு 
வரையும் தொடுகோடுகளின் தொடுநாண் , ( x1 + y ) புள்ளி 
யிடத்துக் கூம்பு வளைவுக்கு வரையும் தொடுகோட்டின் சமன் 
பாட்டின் வடிவிலிருக்கும் . 


இருபடி யின் பொதுச் சமன்பாடு . கூம்பு வளைவு வரை தல் 
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( அ.து ) (x ) , y :) புள்ளியின் இசைக்கோடு 
axX1 + h (x ) 1 -+xy) - + byy1 + g ( x + x ) 

+ f ( y + y ) + c = 0 . 
9-13 . P [ x ] , y1 ) புள்ளியின் இசைக்கோடு Q { xy , y :) புள்ளிவழிச் 

செல்லின் , ( புள்ளியின் இசைக்கோடு P புள்ளிவழிச் 
செல்லும் . 


கூம்பு வளைவின் சமன்பாடு 

ax " - 2hxy- + by+ 2gx+ 2fy + c = 0 


( 1 ) 


கூம்பு வளைவைச் சார்ந்த { x1 , y ) புள்ளியின் இசைக்கோடு 

AxX1 + h (xy1 + x1y)+ - byy1 + g (x + x1 ) + f ( y + y ) + c = 0 . 
இது Q(xx , y , ) வழிச் செல்லின் , 
axyx , + h [x ; } 1 + x] y; ) + by132 + g ( x + x , ) 
+ f } 1 + ya ) + c = 0 

( 2 ) 


--- 


கூம்பு வளைவு ( 1 ) -ஐச் சார்ந்த Q { x , y ; ) புள்ளியின் இசைக் 
கோட்டின் சமன்பாடு 

axx , + h { xy : + xgy ) + byy : + g ( x + ry ) + f ( y + ya) + c = 0 . 
இது சமன்பாடு ( 2 ) -இன்படி P { x} y ) புள்ளி வழிச் செல்லும் . 


இவ்விரு புள்ளிகளும் கூம்புவளைவினைச் சார்ந்த துணையியப் 
புள்ளிகள் எனப்படும் . 


3-14 . 1 x + my + n = 0 , 1 , x + mgy + ng = 0 துணையியக்கோடு 

களாக அமையத் தேவையான கட்டுப்பாடு 
கூம்பு வளைவின் சமன்பாடு 
ax " + 2hxy + by + 2gx + 2fy + c = 0 

( 1 ) 
கூம்பு வளைவு { )-ஐச் சார்ந்த 11x + my + n = 0 ( 2 ) 


--- 


கோட்டின் இசைப்புள்ளி (x ) , yx ) எனக்கோள் வோம் . 


( x ] , y ] ) புள்ளியின் இசைக்கோடு 
x ( ax + hy1 + g) + y (hx| + by + f ) 

+ (gx -Lfy : + c ) = 0 
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சமன்பாடு ( 1 ), ( 3 ) ஒரே கோட்டைக் குறிக்கும் . 


( 6 ) 


எனவே , பத்தி 9.11 - இன்படி , 

ax1 + hy1 + s - Ali = 0 
hx + by + f - Am = 0 

( 5 ) 
gx1 + f1 + c - A ? i = 0 
11x + my + n = 0 , 1 , x + mgn + : = 0 துணையியக் கோடுகள் 
எனின் , (x1 , } } ) புள்ளி lex + mgy + n ,= 0 கோட்டின் மீதமையும் . 
12x1 + mgy1 + ng = 0 

( 7 ) 
சமன்பாடுகள் ( 4 ), ( 5 ) , (6 ) , ( 7 ) -இல் X1 , y !, A-ஐ நீக்கின் , 


h 


g 


h 


b 


f 


11 


என்ருகும். 


g 


ff 


C 


P1 


1 , 


Tra 


ne 


0 


- இதைச் சுருக்கின் , 
All !, + Bmam2 +Cryn , + F( mahe + mgh ) 

+ G ( nil , + n , l ) -H (lm , + 1 , mz } = 0 ; 


9.15 . (x ] > yr ) - ஐ நடுப்புள்ளியாகக் கொண்ட நாணின் சமன்பாடு 


ax + 2hxy + by + 2gx + 2fr + c = 0 


என்ற கூப்பு வளை வின் நாணின் நடுப்புள்ளி ( x1 , y ) எனக் 
கொள்வோம் . 


நாணின் சமன்பாடு 


X - X1 
cos 9 


( 2 ) 


sinO 


எனின் , அதன் மீதுள்ள யாதேனும் ஒரு புள்ளியின் ஆயத் 
தொலைகள் ( x1 + rcos e , } 1 + rsin g ) ஆகும். 


இருபடியின் பொதுச் சமன்பாடு , கூம்பு வளைவு வரை தல் 
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கோடு ( 2 ) , கூம்பு வளைவு ( 1 ) -ஐ வெட்டும் புள்ளிகளைக் 
காணும் சமன்பாடு ( 1 ) இல் x = x + r coss, y = y1 + r sin a 
எனப் பிரதியிடின் , 

a ( x + r cosa) + 2h ( x1 + rcos 9 ) ( y1 + r sing ) 
+ b ( y1 + r sin ()2 + 2g ( x + r cos G ) 
+ 2f (y1 + r sin a) + c = 0 


( அ - து ) r " ( a cos 9 + 2h sin a cos 9 + b sin 0 ) 

+ 2r [ (ax : + hyr + g ) cos G + ( hxx - + by + f ) sin a] 
+ r " + y + 2gx1 + 2fy : + c = 0 . 


இது -இல் இருபடிச் சமன்பாடாதலின் இதற்கு இரு தீர்வுகள் 
உண்டு , அவை 1. rg எனின் , 

r1 + 2 = 0 ஆகும் . 


ஃ ( ax1 + hy ) + g) cosa + {hx + by + f sing = 0 . 


( 3 ) 


சமன்பாடு ( 2 ) -இலிருந்து 


X1 


cose -- 


y - y1 . 
sin 9 = 


r | 


T 


( axy + hy ] + g ) -* - x1 | 

+ ( hxx + by : + f ) , 1 = 0 


{ அ - து ) ( x - x; } ( ax + hy1 + g ) + ( y - y1 ) ( hxx + by + f ) = 0 . 


axxy + h { xy1 + xy ) + by } 1 + gx + fy 
= ax : + 2hxy1 + by1 " + gx1 -- fyx ). 


இரு பக்கமும் gx : + fy + -ஐக் கூட்ட , 
( xx1 + h ( xy1 + xx ) ) + byy : + g ( x + x ) 

+ f ( y + y ) + c 
= ax * + 2hxy1 + by12 + 2gx + 2fyi + c 


{ அ - து ) T = S .. 
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9-16 . 


இணை நாண்கள் தம் நடுப்புள்ளிகளின் இயங்கு வழி 


ax + 2hxy -- by + 2gx + 2fy + c = 0 


கூம்பு வளைவு நாண்களின் 
எனக் கொள்வோம் . 


ஒன்றின் நடுப்புள்ளி { x , } 1 ) 


எனவே , அந்நாணின் சமன்பாடு 

T = S1 


( அ - து ) axx : + h ( xy1 + xxy ) + byy1 + g ( x + x ) + f ( y + y ) + e 

== ax2 + 2hxyy1 + by : + 2gx + 2fy ; + c 


( அ- து ) x ( ax1 + hy1 + g) + y (hx + b} 1 + f ) + ( gx] + fy + c) 

= qx ] * + 2hx ] y1 + by1 + 2gx : + 2fyi + c . 


இதன் சரிவு 


axi + hy : + g | 
hx + by + f 


அது மாறிலி n 


இணையான நாண்களின் சரிவுகள் சமம் . 
எனக் கொண்டால் , 

ax : + hy : + g 
hxx + by1 + f 


17 = 


{ ax1 + hy : + g) + m {hx } + by + f ) = 0 . 


( அ - து ) x1 { a + mh ) + yth + mb ) + { g + mf ) = 0 . 


நடுப்புள்ளி (x ) , y1 ) - இன் இயங்கு வழி 
x ( a + nth ) + y { h + mb , + (g + nf) = 0 . 


இணை தாண்கள் தம் நடுப்புள்ளிகளின் இயங்கு வழி கூம்பு 
வளைவின் விட்டம் எனப்படும் . 


9-17 . இரு விட்டங்களில் ஒன்று மற்றதன் இணை நாண்களைச் 

சமமாகப் பிரிக்குமெனின் , அவைகள் துணையிய விட்டங் 
கள் எனப்படும் . 


} = m1X 


இருபடியின் பொதுச் சமன்பாடு , கூப்பு வளைவு வரை தல் 


489 


என்ற விட்டத்திற்கு இணையாக உள்ள பிறிதொரு விட்டத்தின் 
சமன்பாடு 
} = 1PoX 

( 2 ) 
எனக் கொள்வோம் . 


பத்தி 9.16 - இன்படி அவ்விடத்தின் சமன் பாடு 
(a + mph ) x + ( h + myb ) v + { s + mif ) == 

-- O 


( 3 ) 


எனவே , me 


a + mh 
h + mib 


(அ- து ) hme +mymzb + a + mzh = 0 
(அ - து ) a + [my + m , ] h + m , m , b = 0 


எனவே , p = mgx , y = mgx துணையிய விட்டங்களெனின் , 

a + (1 ) + m , ]h + hmins = 0 . 


9-18 . 


ax + 2hxy + by = 1 கூம்பு வளைவுக்கு Ax2 + 2Hxy 
+ By " = 0 குறிக்கும் இரு கோடுகள் துணையியக் கோடு 
களாவதற்குத் தேவையான கட்டுப்பாடு 


Ax2 + 2Hxy + By " = 0 குறிக்கும் இருகோடுகளின் தனித்தனிச் 
சமன்பாடு 


y = mx , y = max எனின் , 


ml + m2 = - 


2H 
B 


A 
B 


y = m1jx , y = mxx துணையிய விட்டங்கள் எனின் , 

a + ( m + 1 ) hệ bề m = 0 . 


a + 


+ ( = 2 #) + +5 ( 4 ) = 0 


( அ - து ) aB - 2Hh + 5A = 0 


(அ- து ) aB + bA = 2Hh . 
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9.19 . ( x , y1 ) புள்ளியிலிருந்து கூம்பு வளைவுக்கு வசையும் 

இரட்டைத் தொடுகோடுகளின் சமஸ்பாடு 


(xy , y :) புள்ளி வழிச் செல்லும் கோடு 


x – 31 

cosG 
எனக் கொள்வோம் . 


y- y1 | 
sing 


( 1 ) 


இது ax2 + 2hxy + by + 2gx + 2fy + c = 0 


( 2 ) 


எனும் கூம்பு வளைவை வெட்டுமிடங்களில் , 

a ( x + I cos g } 2 + 2h (x1 + rcos 9 ) ( y1 + r sin 6 ) 
+ b ( y : + rsing) + 2g ( x + cos 9 ) 
+ 2f ( y : + rsin a ) + c = 0 . 


( அ - து ) r "( acos 9 + 2hcos a sin a + b sing ! 

+ 2r [[ ax : + hy1 + g ] cos 9 + { hx + by : + f ) sin a ) 
+ ax * + 2hxy + by : + 2gx + 2fy1 + c = 0 

(3 ) 


இது 7 - இல் இருபடிச் சமன்பாடு . இதன் தீர்வுகள் rar 
எனின் , அவைகள் ( x + y ) புள்ளியிலிருந்து வெட்டும் புள்ளிகளின் 
தூரங்களை அளிக்கும் . 


கோடு ( 1 ), கூம்பு வளைவு ( 2 )-க்கு தொடுகோடெனின் , 


fi = rg 


4 [ { ax + hy : + g ) cosg + (hx : + by + f ) sin a } 
= 4 (a cos 0 + 2h cos e sin a + b sina ) 
X ( ax 2 + 2hxy1 + by1 + 2gx | + 2fy1 + c ] 


- 


( 4 ) 


{ 1 )-இலிருந்து cos 9 


sin a = - . 


. 


-[ <a 


( ax + hy1 + g ) 


- 


+ ( hxx + by s + f) 


Y - 1 

1 


2 ) 
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a 


4[* ( *** ) +21 (x+x ) = )+ (2= ** ) ] 


x k [ax , " + 2hxıyı + by , ” + 2gx , + 2fv . + c ). 


வழக்கமான குறியீட்டில் , 

[( ax . + hy , +3 ) ( x -- * 1 ) + ( hx , + by . + f) (y - y:)] 
= [a ( x - x ,) * + 2h (x - x1) (y - Yı) + b ( 1 -- * :) * ] S : 


. : {axx ;+ hxy , + gx - ax , " - hx , yı - gx , + hx y + byyı 

+ fy - hx, yı - hy, -fy ; } 


{ (ax + 2 hxy + by ) --- 9 faxxi + h ( xy1 + x , y ) + byy .] 
+ (ax, + 2hxıyı+ by , )} Si 


( 945 ) [ (axx , + h ( xyz +-x1y ) + byy. + gx + fy ) 

-- (ax ,? - - 2hx1yı + by , "+ gxi + fy ) ] 
= { (axº + 2hxy + bya +-2gx + 2fy + c ) 
-2 [axx1 + h (xY1 + x1y ) + byyı + g ( x + x2) + (9 + yı) + c ] 
+ (ax , " + 2hx ,yı+ by , + 2gx, + 2fy , + c )} S , 


( 4-5 ) [ ( axxıth ( xyz + x1y ) + byy . + ( x + x ) + f (y + y ) + c ) 

--Cax72 + 2hxıyı + by , + 2gx, + 2fyt.c ) ] ? 


= { S - 2T+ S ; } Si 


( 94-5 ) [ T - S ] -SS - 2TS, + 5 , . 

T - 2TS, + S - SS - 278 ; + S ” . 


.. 


Tº = SS . 


இங்கு 


S = ax : + 2hxy + by2 + 2gx + 2fy + o . 
Si = ax , " + 2hx; yı + by , 2 + 2gxı + 2fy . + c . 
T = axx ; + h (xy , + x , y ) + byy , + g ( x + x1 ) 

+ f ( y - yu + c . 
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9-20 . குத்துத் தொடுகோடு வட்டம் 


கூம்பு வளைவின் சமன்பாடு 


ax ? --- 2hxy + by + 2gx + 2fy + c = 0 


+ -- 


( x , y1 ) புள்ளியிலிருந்து கூம்பு வளைவு ( 1 -க்கு வரையும் 
இரட்டைத் தொடுகோடுகளின் சமன்பாடு 

Te = SS . 


( அ-து) [ x {ax : + hy1 + g ) + y ( hx1 + by : + f ) + ( gx1 + fj1 + c )] * 

= (ax: + 2hxy + by + 2gx + 2fy + c ) 
X (ax1 " + 2hxy1 + by : * + 2gx1 + 2fy1 + c) 


+++ 


2 


இதில் x " - இன் கெழு 

= (ax + hy ] + g) ? – a ( axy 2 + 2hx , y , + by : = 

-- 2gx1 -+ 2fy : + c ) . 
y-இன் கெழு 

{hx + by t + f ) - b ( ax : + 2hx } y1 + by : " 

+ 2gx1 + 2fy1 + c) . 
தொடு கோடுகள் தம்முள் செங்குத் தெனின் , 
சமன்பாடு ( 2) -இன் 

x" -இன் கெழு + y2- இன் கெழு = 0 . 


( ax + hy1 + g) + { hx + by : + f ) ? 
= ( a + b ) ( ax1 * + 2hxyy1 + by : + 2gx1 + 2fy1 + c } 


(அ - து ) (ab - h ) (x1 : + ) 2 ) + 2x1 ( gh - if ) 

+ 2y1 ( af -- gh ) + c {a + b ) - f – g = 0 . 


எனவே , ( x , y ) புள்ளியின் இயங்கு வழி 

( ab - he ) x2 + ( ab - h " ) y : +2 ( bg - fh ) x 

+ 2 ( af - gh ) y + c ( a + b) - f ? - g ” = 0 . 


இஃது ஒரு வட்டத்தின் சமன்பாடாகும் . எனவே , (x1 , y ! ) 
புள்ளியிலிருந்து கூம்பு வளைவு ( 1 )-க்கு வரையும் இரட்டைத் 
தொடு கோடுகள் தம்முள் செங்குத் தெனின் , ( x1 , y1 ) புள்ளியின் 
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இயங்கு வழி ஒரு வட்டமாகும் . இது கூம்பு வளை வின் குத்துத் 
தொடுகோடு வட்டம் எனப்படும் . 


இந்த வட்டத்தின் சமன் பாட்டை 

Cx " + Cy2 - 2Gx - 2Fy + A + B = 0 


என எழுதலாம் . இதன் மையம் 


( 4 )) . இது கூம்பு வெட் 


டியின் மையமாகும் . 


கூம்பு வெட்டி பரவளைவு எனின் , 

ab - h " = 0 ( அ - து ) 


c = 0 . 


அத் நிலையில் குத்துத் தொடுகோடு வட்டம் 

2Gx + 2Fy - A --- B = 0 


எனும் கோடாகிறது . 


9.21 . 


மையக் கூம்பு வளை வின் நான்கு குவியங்களில் இரண்டு. 
மெய்யானவை . 


மையக் கூம்பு வளைவின் ( central collic ) சமன்பாடு 


ax2 -- by : = 1 


எனக் கொள்வோம் . 


குவியங்களில் ஒன்றின் ஆயத் தொலைகள் ( x ] , } 1 ) எனவும் , 
ஒத்த இயக்கு வரை x cosd + y sin a – p = 0 எனவும் கொள் 
வோம் . 


மையத் தொலைவிகிதம் e எனின் , 


கூம்பு வளைவின் சமன் பாடு 


( x - x ) + ( y - y1) ? 
( x cos + ysino - p ) " 


(அ - து ) ( x -- xx ) + ( y - } }} = e (xcos c + ysind - p } "...( 2 ) 


சமன்பாடுகள் ( 1 ), ( 2 ) ஒரே கூப்பு வளைவைக் குறிக்கும் .. 
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சமன்பாடு ( 1 )-இல் xy- இன் கெழு பூச்சியமாதலின் சமன் 
பாடு ( 2 ) -இலும் xy- இன் கெழு பூச்சியமாகும் . 


. 


e’sin a cosd = 0 . 


e = 0. 


sind cos of = 0 


( அ-து ) sin 2d = 0 . 


T 


எனவே , 


& = 0 ( அ.து ) d = 

2 


ஆகும் . 


இயக்குவரை அச்சுக்களில் யாதேனும் ஒன்றுக்கு இணை 
யாகும் , 


மேலும் , சமன்பாடு ( 1 ) -இல் x , y- இன் கெழுக்கள் பூச்சிய 
மாதலின் , சமன்பாடு ( 2 ) -இலும் x , ;-இன் கெழுக்கள் பூச்சிய 
மாகும் . 





2pe cos d– 2x = 0 
2persind - 2y = 0 


( அ - து | x = pe cos d 


( 3 ) 


Y1 = pe sinad 


( 4) 


மீண்டும் . சமன்பாடுகள் ( 1 ) , ( 2 )-இலிருந்து 


-1 


= " oru = 1_ind - * + 


* 1 * + y 


-22 
( 5 ) 


( 3 ) , (4 ) , ( 5 } 


வகை ( i ) d = 0 எனின் , சமன்பாடுகள் 
இலிருந்து 


a 


x1 = pe , y = 0 , e = 


1 


apx1 = 1 , x12 


என்றாகும் . 


al 


b 


1 - V ( A - - ) . 
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445 . 


எனவே , மையத்திலிருந்து + 


M ( H 


தூரத்தில் 


X ஆயத்தின் மீது இரு குவியங்கள் உண்டு . 


மேலும் , (x } , 0 ) புள்ளியின் இசைக்கோடு 


axx | + by ( 0 ) = 1 


1 


( அ- து ) x = = 


( apx ; = 1 ). 


dx | 


குவியத்தின் இசைக்கோடு அதன் ஒத்த இயக்குவரை 
யாகும் . 


T 


எனின் , சமன்பாடுகள் ( 3 ) , ( 4 ) , ( 5 ) 


வகை ( ii ) d = 

2 
இலிருந்து 


x = 0 , y1 =pe , e = 


M 


1 


Abpy = 1 , 


1 


1 
5 


என்றாகும் . 


a 


1 





1 
b 


a 


எனவே , y ஆயத்தின்மீது மற்றுமிரு குவியங்கள் மையத்தி 

1 
லிருந்து = 

தூரத்திலுள்ளது . 


V ( - ) 


குவியங்களின் ஆயத்தொலைகள் 


[ + V ( : - ! ) . . ). [ 0 , + V ( : - + ) ] 


a . b இரண்டும் மெய்மதிப்புக்கள் கொண்டிருப்பின் ஓர் ஆயத் 
தின் மீதுள்ள இரு குவியங்கள் மெய்யானவையாகவும் , பிறிதோர் 
ஆயத்தின் மீதுள்ள குவியங்கள் 

கற்பனையாகவும் இருக்கும் 
என்பது தெளிவாகிறது . 
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மீண்டும் , மையத் தொலை விகிதங்கள் e1 , e , எனின் , 


1 


1 


+ 


b 
b 


a - b 

- 1 , 


-- 


1 


| 


-9 • 22 . ஐந்து குறித்த புள்ளிகளின் வழி ஒரே ஒரு கூம்பு வளைவு 

மட்டு மே வரையக் கூடும் 


கூப்பு வளைவின் சமன்பாடு 

<IX2 + 2hxy + by + 2gx + 2fy + c = 0 - ( 1 ) 


இரு பக்கமும் (-ஆல் வகுக்க , 


b 


2 


} x + Ay: + 


x -- 


C 


( அ - து ) 4x + 2 Hxy + By : + 2Gr + 2Fy + 1 = 0 . 
என்றாகும் . 

( 2 ) 


சமன்பாடு ( 2 ) -இல் A , F , B , G , F என்ற ஐந்து மாறிலிகளைத் 
தீ மானிக்க இவைகளை இணைந்த ஐந்து சமன்பாடுகளைக் காண 
வேண்டும் . ஐந்து புள்ளிகள் கொடுக்கப் பட்டுள்ளன.வெனின் , 
இப்புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் கூம்பு வளை வில் அவைகளின் ஆயத் 
தொலைகள் பொருந்தும் . எனவே , நமக்குக் கிடைக்கும் ஐந்து 
சார்பிலாச் சமன்பாடுகளிலிருந்து ( independent equations ) கூம்பு 
வளைவை ஒரே முறையில் ( uniquely) தீர்மானிக்கலாம் . 


+9.23 . இரு கூம்பு வளைவுகள் நான்கு புள்ளிகளில் வெட்டும் . 
கூம்பு வளைவுகளின் சமன்பாடுகள் 

a1x2 + 2hyxy + by + 2g1x + 2f1y + c = 0 


asx + 2hyxy + b , y " + 2g x + 2 /ay + c ) = 0 ... 


( 2 ) 


இவைகளை X- இன் இருபடிச் சமன்பாடுகளாக மாற்றி அமைக் 
-கலாம் . 


41x2 + 2 { h } + g1 ) x + bxy2 - 2fly + c = 0 


Anx2 - + 2 ( hey + s " ) x + bzy + 2fz } + c = 0 . 


இவைகளிலிருந்து x-ஐ நீக்கினால் , )-இல் நாற்படிச் சமன்பாடு 
--கிடைக்கப் பெறும் . எனவே , y- க்கு நான்கு மதிப்புக்கள் உண்டு . 
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இந் நான்கு மதிப்புக்களுக் கேற்ப x- க்கு நான்கு மதிப்புக்கள் 
இருக்குமாதலின் , இரு கூம்பு வளைவுகளும் நான்கு புள்ளிகளில் 
வெட்டும் . 


இப் புள்ளிகளிலிண்டு பொருந்தும் புள்ளிகளெனின் , இரு 
வளைவுகளின் தொடுகை , முதல் வரிசைத் தொடுகை ( contact of 
first order) எனவும் , மூன்று பொருந்தும் புள்ளிகளெனின் , இரண் 
டாம் வரிசைத் தொடுகை (contact of second order ) எனவும் , 
நான்கும் பொருந்தும் புள்ளிகளெனின் மூன்றாம் 

வரிசைத் 
தொடுகை ( contact of third order ) எனவும் கூறப்படும் . 


P 


P.G 


8 


R 


முதல் வரிசைத் தொடுகை 


SIO 


P , Q , R , S 


A.R , S 


இரண்டாம் வரிசைத் தொடுகை 


மூன்ரும் வரிசைத் தொழுகை 
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9 • 24 . இரு கூம்புவளைவுகள் வெட்டும் புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் 

கூம்பு வளை வீன் சமன்பாடு 


இரு கூம்புவளை வின் சமன்பாடுகள் Si = 0 , S, = () எனக் 
கொள்வோம் . 


பின் S + AS, = () என்ற சமன்பாட்டைக் கருதுவோம் . 
இச்சமன்பாடு S = 0 , S , = 0 என்ற கூம்புவளை வுகளுக்குப் பொது 
வான புள்ளிகளுக்குப் பொருந்தும் . இஃது இருபடியில் இருக்கு 
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பகுமுறை வடிவ கணிதம் 
மாதலின் S1 = 0 , S, = () கூம்புவளைவுகள் வெட்டும் புள்ளிகள் 
வழிச் செல்லும் கூம்பின் சமன்பாடு 
S + AS , 

0 என்றாகும் . 


மற்றொரு கட்டுப்பாடு கொடுக்கப் பெறின் , -வின் மதிப்பு: 
அறிந்து , குறித்த கூம்பு வளைவின் சமன்பாட்டைப் பெறலாம் . 


இவ்வாறே S = 0 கூப்பு வளைவும் , 11 = 0 , L , = 0 என்ற 
கோடுகளும் வெட்டும் புள்ளிகள் வழி செல்லும் கூம்பு வளைவின் 
சமன்பாடு 

S + ALL = 0 ஆகும் . 


9-25 . 


பொதுக் குவியக் கூம்பு வளை வுகள் 


பல்வேறு கூம்புகளின் குவியங்கள் பொதுவானவை எனின் , 
அக் கூம்பு வளைவுகள் பொதுக் குவிய கூம்பு வளைவுகள் ( confocal 
conics ) எனப்படும் . 


குவியங்கள் பொதுவானவை யாதலின் , அச்சுக்களும் பொது 
வானவையாகும் . 


x 


+ 


-- 


1 


a " + A 


எனும் சமன்பாடு --வின் டல்வேறு மதிப்புக்களுக்கும் வெவ்வேறு 
பொதுக் குவிய கூம்பு வளைவுகளை அளிக்கும் . எனவே , பொதுக் 
குவிய நீள் வட்டங்களின் பொதுச் சமன்பாடு 

ya 
+ 
a2 + A 

ஆகும் . 


கீழ்க்காணும் பொதுக்குவியக் கூம்பு வளைவுகளின் பண்புகளை 
எளிதில் நிறுவலாம் . 


1. இரு பொதுக்குவியக் கூம்பு வளைவுகள் செங்குத்தாக 
வெட்டிக் கொள்ளும் . 

2. பொதுக்குவியக் கூம்புவளைவுகளைச் சார்ந்த ஒருகோட் 
டின் இசைப்புள்ளிகளின் இயங்குவழி ஒரு நேர்க்கோடாகும் . 

கூம்புவளைவின் தளத்திலுள்ள ஒரு புள்ளி வழி வரையக் 
கூடிய இரு பொதுக்குவியக் கூம்பு வளைவுகளில் ஒன்று அதிபர 
வளைவு , மற்றது நீள் வட்டமாகும் . 


இருபடியின் பொதுச் சமன்பாடு , கூம்பு வளைவு வரைதல் 
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பயிற்சி 9.2 . 


+ 


al + A1 


b + A1 


செல்லின் -- 


1 . 

நீள் வட்டத்துடன் பொதுக்குவியம் 

x2 
கொண்ட 

y 

* 
+ 

a2 + X , b + X , 
= 1 என்ற கூம்பு வளைவுகள் ( x ) , yi ) புள்ளி வழிச் 

1 = 

arz2 , x1 * + y e -a - be 
= > 1 + X , என நிறுவுக . 
2. A1 , A , என்பவை P x . yx ) புள்ளி வழிச் செல்லும் 

பொதுக்குவியக் கூம்பு வளைவுகளின் துணையலகுகள் . 
P புள்ளியிலிருந்து + = 1 என்ற நீள் வட்டத் 

a b2 
திற்கு வரையும் இரட்டைத் தொடுகோடுகளின் இடையே 
யுள்ள கோணம் 26 எனின் , tan 29 = 

A1 + ) 
என நிறுவுக , 


21 - XX, 


3. ax2 + 2hxy + by = 1 என்ற கூம்பு வளைவின் அச்சுக்கள் 

தம் சமன்பாடு xy { a - b ) = h { x - y ) என நிறுவுக . 


4. ax + 2hxy_by = 1 , Ax " + 2Hxy + By = 1 என்பவை 
பொதுக்குவியக் கூம்பு வளைவுகளெனின் , 

( a - b ) + 4h2 ( A - B ) * + 4H 
(ab - h ) 2 ( AB - H ) | 

என நிறுவுக . 


x2 
a2 
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5. குறித்த ஒரு கோட்டைத் தொடும்படி 

என்ற கூம்பு வளைவுடன் பொதுக்குவியம் கொண்டுள்ள 
கூம்பு வளைவு ஒன்றுதான் உண்டு என நிறுவுக . 


ப.வ.- 29 . 


10. கோண தூர சமன்பாடுகள் 

( Polar Equations ) 


10 • 1 . 


கோண தூரக் கூறுகள் ( Polar Co ordinates) 


தம்முள் செங்குத்தாக வெட்டும் 0X , 0Y என்ற கோடுகளைப் 
பொறுத்து ஒரு புள்ளியைத் தீர்மானிப்பதை நாம் முன்னர்க் கண் 
டோம் . இந்த அத்தியாயத்தில் தளத்திலுள்ள ஒரு புள்ளியைத் 
தீர்மானிக்கப் பயனுறும் மற்றொரு வழியைக் காண்போம் . 


0 என்ற ஒரு நிலைத்த புள்ளியையும் , 0 வழிச் செல்லும் 0X 
என்ற ஒரு நிலையான கோட்டை யும் சார்ந்து தளத்திலுள்ள எந்த 

புள்ளியையும் தீர்மானிக்கலாம் எடுத்துக் காட்டாக , 
P என்ற புள்ளியைத் தீர்மானிக்க 0 புள்ளியிலிருந்து அதன் தூரத் 
தையும் , 0P கோடு 0X கோட்டுடன் பிறப்பிக்கும் கோணத்தை 
யும் P புள்ளியின் கூறுகளாகக் கொள்ளலாம் . OP = r , LXOP = 9 
எனின் P புள்ளியின் கூறுகள் ( r, G ) ஆகும் . இதைக் கோண 
தூரக் கூறுகள் என்கிறோம் , 0 , 0X என்பவை முறையே முனைவு 
( pole ), தொடக்கக் கோடு ( initial line ) எனப்படும் . 
என்பவை முறையே ஆரை வெக்டர் (radius vector ) , ஆரைக் 
கோணம் ( vectorial angle ) எனப்படும் . ஆரைக் கோணம் இடஞ் 


Pc , 9 ) 


h 


படம் 95 ( a ) 
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கோண தூர சமன்பாடுகள் 


சுழியாக ( anti - clockwise ) அளக்கப்பட்டால் நேர் மதிப்பு உடைய 
தாகவும் , வலஞ் சுழியாக அளக்கப்பட்டால் எதிர் மதிப்பு உடைய 
தாகவும் கொள்ளப்படும் . 

ஆரை வெக்டர் முனைவிலிருந்து 
புள்ளியின் திசையில் அளக்கப்பட்டால் நேர் மதிப்பும் , எதிர்த் 
திசையில் அளக்கப்படின் எதிர் மதிப்பும் கொண்டிருக்கும் . 
மாதிரி 1 : 


P 


2 


120 
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படத்தில் கோண தூரக் கூறுகள் ( 2 , 120 ° ) , ( -2 , 300 °) , 
( 2 , -240°) , (-2 , --60 ) அனைத்தையும் P என்ற ஒரே 
புள்ளியைக் குறிக்கும் . 
10-2 . தேக்காட்டின் ஆயத் தொலைகளும் ( Cartesian Coordi 

Rates ) , கோண தூரக் கூறுகளும் 


P ( r , a ) 

( x , y ) 


ப 


N 


XI 
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0 புள்ளியை முனை வாகவும் 0X- ஐத் தொடக்கக் கோடாகவும் 
கொண்டால் P புள்ளியின் கோண தூரக் கூறுகள் ( r , 6 ) ஆகும் . 

இங்கு OP = r , LXOP = 6 . 


452 


பகுமுறை வடிவ கணிதம் 


P புள்ளியிலிருந்து 0X- க்குச் செங்குத்தாக PN என்ற கோடு 
வரையவும் . 


பொத்றுது 


P புள்ளியின் ஆயத் 


QX , 0Y ஆயங்களைப் 
தொலைகள் (x, y ) என்போம் . 


படத்தில் , ON = x, NP = y . 


செங்கோண முக்கோணம் NOP- யில் , 

x = ON = OP cos I == r cosg 


y = NP = 

OP sin a = r sing 


= 0P 


VON2 + NP2 


{ x2 + y2 . 


) 


tana 


- 


NP 
ON 


- 


சமன் 


மாதிரி 2 : பின் வரும் கார்டி.சியன் ( தேக்காட்டின் ) 
பாடுகளைக் கோண தூர சமன்பாடுகளாக மாற்றுக , 


( i ) ax + bx + c = 0 ( ii) x2 + y ’ = a ( iii ) x 2 + y 2 = ly . 


x = I cos G , y = r sing எனப் பிரதியிடின் , 

( i ) ar cos 9 + br sin a + c = 0 


* 


a cosG + b sin 9 --- 


k 


( அ- து ) a cosG + bsing 


( ii) r cos G + r " sin a 


- 


a 


( cosed + sing ) - 02 


( அ - து ) r = a. 


( iii) recos " G + r’sin2g = ar sin G 

r * ( cos 0 + sin ? ) ) = ar sing 
* p = dr sing 


(அ - து ) 


r = a sing. 


கோண தூர சமன்பாடுகள் 
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என்ற 


சமன்பாட்டைத் தேக் 


மாதிரி 3 : r = acos 
காட்டின் சமன்பாடாக மாற்றுக . 


= al cos 


8 
2 


இரு புறமும் வர்க்கப்படுத்தினால் 

9 . 
T = a cos * 


= * ( 1+ cos e ) 


(அ - து ) 2r = 4 ( 1+ cos 9 ) . 


இரு பக்கமும் r ஆல் பெருக்க , 

2r * = ar ( 1 + cos 6 ) 
r cos 9 = x, r = x+ y எனப் பிரதியிடின் , 

2 ( x^ + y”) = a [ +xy + 
2x + 2y : -ax = avx2 + y ? 


இரு பக்கமும் வர்க்கப்படுத்தினால் , 

( 2x2 + 2y - ax ) 2 a ( x + y ). 


103. ( r1 , 01 ), ( 79 , 9. ) புள்ளிகளுக்கிடையேயுள்ள தூரம் 

P , Q புள்ளிகளின் ஆயத்தொலைகள் ( 1 1 , G1 ), ( r2 , 02 ) எனக் 
கொள் வோம் . 


P ( r ,, 9 , ) 


91, , 8 , ) 


x 
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பகுமுறை வடிவ கணிதம் 


OP = Y1 , LXOP = 01 
0Q = " 2 , L X00 = 6 ;. 
A0PQ-வில் , PQ ? = 0P ? + 0Q - 20P.0g cos LQOP 

= ry + s " -- 2r I 2 cos ( 61-6 ). 


ஃ Pg 


-- 


r + r - 2/1/2 cos ( G1 -0,) . 


10.4. முக்கோணத்தின் பரப்பு 

முக்கோணத்தின் மூன்று முனைகள் P (r1 , 61 ) , Q ( r s 02 ) , 
R (fy, 03 ) எனக் கொள்வோம் . 


R (ry , 0 , ) 


P ( r , 8 ) 


4 ( 1 , , 8 , ) 


0 


படம் 99 


APQR = 40QR + AORP 


ДООР 


. 


AOOR = 00.ORsin LOOR 


1 

rgr s sin (08-09 ) 


1 


1 


AORP = 


OR.OP sin LROP == 


rgry sin ( 6 * 


A0gP = +1 .09.OP sin L QOP_ _gry { sin (01 - 03 ). 


APQR = 


1 
2 


[Fgr s sil ( 93 

- 6 , ) -- rgil sin (91 98 ) 

- , | sin ( 01 - 0 , ) ) 


1 
2 


[ r , s sis (0 , 


G ) + Trasin ( 03 - G. ) 

+ I gry sin (G1 - Gs )]. 
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கோண தூர சமன்பாடுகள் 


மாதிரி 4 : P ( 1 , 30 ° ) , Q ( 2 , 60 ) , R ( 3 , 90 ° ) என்ற புள்ளி 
களாலமையும் முக்கோணத்தின் பரப்பைக் காண்க . 


1 
2 


APQR = [ ini z sin ( G2 G1 ) + rgrssin (as - 0 . ) 

- "grisin (01--03) 
இங்கு 1 

1 , rs = 2 , 3 = 3 


- 


= 


G1 = 30 ° , 9 , = 60 ° , 9 : 


90 . 


1 
A POR = 

2 


( 2 sill 30 - 6sin 30 + 3 sin ( -60 ) } 


11 


1 


+ 6 . 

2 


2 


2[ 1 + 3-31 ) 


313 

41 


10.5 . நேர்க்கோட்டின் சமன்பாடு 


A 


P ( 1,8) 
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AB ஒரு நேர்க்கோடெனவும் . 0 புள்ளியிலிருந்து AB- க்கு 
வரையப்பட்ட செங்குத்துக் கோடு OM . எனவும் கொள்வோம் . - 


OM = p. என்போம் . ,OM கோடு தொடக்கக்கோடு 0X 
உடன் பிறப்பிக்கும் கோணம் ! என்க . 
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பகுமுறை வடிவ கணிதம் 


P (r . a ) புள்ளி AB கோட்டின் மீதுள்ளதெனின் , 0P = r , 
LXOP = 0 . 
செங்கோண முக்கோணம் 0 PM- இல் 

p = 0P cos LPOM = r cos ( d - e ) = r cos ( 0 - d ). 


* AB கோட்டின் சமன்பாடு 

p = r cos ( 0 - d ) . 


குறிப்பு : 


AB கோட்டின் தேக்காட்டின் சமன்பாடு 
x cosd + y sind = p . 


x = r cose, y = r sin g எனப் பிரதியிடின் , 

r cos a cosd + r sin a sind = p. 
r cos ( e - d ) = p என்றாகும் . 


10-6 . குறித்த இரு புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் கோட்டின் சமன்பாடு 

காணல் 


குறித்த இரு புள் கரிகள் P ( ry , a) , Q ( r ,. 02 ) எனக் 
கொள்வோம் . PQ கோட்டின் மீது R ( r , 0) யாதேனும் ஒரு 
புள்ளியெனின் , APQR- இன் பரப்புப் பூச்சியமாகும் . 





( 


Tirssin ( 9 ? -61 ) + gr sin ( 9-9 : ) + rry sin ( 01-6) 


3 )-0. 


இரு பக்கமும் , ஆல் வகுக்க , 
sin ( 3 ,-9 ) 

sin (9-9:) 
+ 

T 


+ 


sin ( e1-6 ) 

Ta | 


O 


sin { 9 ,-8 ) 


sin ( 6. - 9 ) 

+ 


sin ( e - 81) , 


rs| 


10-7 . நேர்க்கோட்டின் சமன்பாடு- பொதுவடிவம் 


தேக்காட்டின் கூறுகளில் ஒரு நேர்க்கோட்டின் பொதுச் 
சமன்பாடு ax + by + c = 0 . 
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கோண தூர சமன்பாடுகள் 


x = l cos ) , y = i sin a எனப் பிரதியிடின் , 

ar cos9 + br sing + c = 0 


( அ -து) 


a cos9 + bsing 


등 


1 = -- எனக் கொண்டால் , 


நேர்க்கோட்டின் பொதுச்சமன்பாடு 


= ( l cos G + bsin a என்றாகும் . 


கிளை ( 1 ) acosa + b sin a 


- 


கோட்டிற்கிணையாகச் 


F 


செல்லும் கோட்டின் சமன்பாடு a cos ) + bsing = வடி 
விலும் , செங்குத்தாகச் செல்லும் கோட்டின் 

சமன்பாடு 
b cos 9 -- a sing என்ற வடிவிலும் இருக்கும் . 


- 


( 2 ) p = r cos ( G - d ) கோட்டிற்குச் செங்குத்தாகச் செல்லும் 
கோட்டின் சமன்பாடு 


1 


-- * Cos 


+9 --- 


) 


ஆகும் . 


( 3 ) = என்பது முனைவு ( pole ) வழிச் செல்லும் கோட்டின் 
சமன்பாடாகும் . இங்கு d என்பது அக் கோடு தொடக்கக் கோட் 
டுடன் பிறப்பிக்கும் கோணம் . 


கொண்ட வட்டத்தின் 


10-8 . (R , ) புள்ளியை மையமாகக் 

சமன்பாடு 


வட்டத்தின்மையம்C எனவும் , அதன் ஆரம் a எனவும் கொள் 
வோம் . 


P ( r , 9 ) என்பது வட்டத்தின் மீதுள்ள யாதேனும் ஒரு புள்ளி 
யெனின் 


40CP- யில் , CPs == OC * + OP2 - 200.0Pcos !_COP 
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பகுமுறை வடிவ கணிதழ் 


P ( n , a ) 


C ( R , t ) 


X 


படம் 101 . 


(அ - து ) a = R ? + re - 2Rr cos ( 9 - P ) . 


எனவே , ட்ைடத்தின் சமன்பாடு 

r - 2rRcos (G- ¢ ) + ( R ? --a ) = 0 . 


கிளை : ( 1 ) முனைவு வட்ட மையமெனின் , வட்டத்தின் சமன் 
பாடு r = a ஆகும் . 


( 2 ) வட்ட மையம் தொடக்கக் கோட்டின் மீதமையு 
மெனின் = 0 . 


. 


வட்டத்தின் சமன்பாடு 

ra- 2rR cose + ( R2 - ar ) = 0 . 


( 3 ) முனைவு பரிதியின் மீதமையுமெனின் , R = a 


வட்டத்தின் சமன்பாடு 

r2 - 2ra cos ( e - o ) = 0 


(அ.து ) r = 2a cos (0-9) . 


( 4) மையம் தொடக்கக் கோட்டின் மீதும் , முனைவு பரிதியின் 
மீதும் அமையுமெனின் , 


? = 0 , R = a . 
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கோண தூர சமன்மாடுகள் 





வட்டத்தின் சமன்பாடு , 

y ? - 2ru cos 9 = 0 


( அ-து ) / = 2a cosa . 


( 5 ) வட்டத்தின் சமன்பாடு 

2rRcos ( 9- ) - . ( Re -- a ) = 0 . 


இதன் தீர்வுகள் 1 , rs . எனின் , 
தீர்வுகளின் பெருக்குத்தொகை , r , r , = R ? -a . 


இது 6 - வைச் சாராத ஒரு மாறிலியாகும் . 


எனவே , முனைவு 0 விலிருந்து எத்திசையிலும் வட்டத்திற்கு 
வரையும் கோடு வட்டத்தை P, Q புள்ளிகளில் வெட்டுமெனின் , 
OP.00 ஒரு மாறிலியாகும் . 


10.9 . 


2a cos 9 வட்டத்தின் மீதுள்ள (11 , 01 ) , { r ,, 99 ) 
புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் நாணின் சமன்பாடு காணல் 


வட்டத்தின் மீதுள்ள யாதேனும் இரு புள்ளிகள் P, Q. வின் 
ஆயக்கூறுகள் ( ry , 91 ) , ( r4 , 0 , ) எனவும் , நாண் Pq-வின் 
சமன்பாடு 
p == * cos ( G -- U ) 

( 1 ) 
எனவும் கொள்வோம் . 


P, Q புள்ளிகள் கோடு ( 1 ) -இன் மீதிருப்பதால் , 

p = Fx cos ( 61- { } = 2a cos 91 cos ( 01 - d ) ... 


(2 ) 


p = F2 cos {02 - d ) = 2a cos I , cos ( 0 , -d) ... ( 3 ) 


2a cos 0 : cos ( 01 - ol ) = 


2a cos 0pcos ( 9 , -d) 


( அ - து ) cos ( 201 - ) + cosal = cos (28 , -cl ) + cosal .. ( 4 ) 


. 


cos (291 - d ) = cos ( 29 , -d ) 


( அ - து ) 201- = - ( 20 :-) 


[ :: 91 + 01 


* 


01 + 9 , = d . 
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சமன்பாடு ( 2 ) - இலிருந்து 

p = 2a cos gicos (81 - 91 + 6 :) 

= 2acos e cos 92 
இதைச் சமன்பாடு ( 1 )-இல் பிரதியிடின் , 

r cos ( e – 81 + 9 :) = 2acos e cos 9 ,. 
எனவே, நாணின் சமன்பாடு 

r cos (9-6; -02 ) = 2acos 81cos G, (5) 
கிளை : சமன்பாடு ( 5 )-இல் 02 = 01 எனப் பிரதியிடின் , 
Tcos ( 0-281 ) = 

2a cos : 91 


எனவே , (r1 , 8 ) புள்ளியிடத்துத் தொடுகோட்டின் சமன்பாடு 

r cos ( 8-261 ) = 2a cos * 61 . 
மாதிரி 5 : P (r ) , 01 ), Q (rg , G :) புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் 
கோட்டை விட்டமாகக் கொண்ட வட்டத்தின் சமன்பாடு காண்க . 

R (r , 9 ) , பரிதியின் மீதுள்ள யாதேனும் ஒரு புள்ளி எனக் 
கொள்வோம் . 


R 


8 


P 


X 


படம் 102 


PR = 0P + OR - 20P.OR cos L ROP 

= re + r - 2rir cos (61-6) 


கோண தூர சமன்பாடுகள் 
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QR" = OR2 + 0Q ? -200.0R cos L...QOR 

= r2 + rs 2 -- 2rgr cos ( 9-05 ). 
PQ = 0P3+00 - 20P.0Q cos LQOP 

= "1 "-+ 2 " - 2rry cos ( 01-09 ) . 


LPRQ = 90 , 
Pg ? = PR2 + QR . 


+ r " - 2rr , cos ( 91-02 ) 
= r , +1, +212 -- 2r[ricos ( O - G ) + r , cos (0-6:)] . 


/ = r [ricos ( G - 01 ) + rzcos ( 0-62 ) ] 

--rur , cos ( 01-02) 


( அ- து ) 2 - rr cos ( 9-01 ) - !rycos ( 9-03 ) 

+ 1rgcos ( 61-9, ) 


மாதிரி 6 : F = 2a cos G வட்டத்தின் தொடுகோடுகளுக்கு 
முனைவிலிருந்து வரையும் செங்குத்துக் கோடுகள் தம் அடிப் புள்ளி 
களின் இயங்கு வழிக் காண்க . 


a 


P 


ox 


C 


படம் 103 . 


முனைவு 0 எனவும் , தொடக்கக் கோடு 0X எனவும் கொள் 
வோம் . 


P ( R , d) பரிதியின் மீதுள்ள யாதேனும் ஒரு புள்ளி எனின் , 
P- இடத்துத் தொடுகோடு 

r cos ( 0-20 ) 2a cos2 


= 
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முனைவிலிருந்து தொடு கோட்டிற்கு வரையும் செங்குத்துக் 
கோட்டின் அடிப் புள்ளி Q [ri , 8 ) எனின் , 


சமன்பாடு ( 1 ) -இன் வடிவிலிருந்து , 

T = 0Q = 2a costu 
LXOQ = 81 = 2 d . 


எனவே , r = 2acosed 

= a ( 1 + cosed ) 
= a ( 1 + cos8 ) . 


Q { r } , G. ) புள்ளியின் இயங்கு வழி r = a ( 1 + cos 6) . 


பயிற்சி 10.1 . 


1. கீழ்க் காணும் சமன்பாடுகளைக் கோண தூர சமன்பாடு 

களாக மாற்றுக . 
(i) y = x tand 
(ii ) x = y * + 2ay 
( iii) x + y ? = 2ax . 


-2 . கீழ்க் காணும் சமன்பாடுகளைத் தேக்காட்டின் சமன்பாடு 

களாக மாற்றுக . 
( i ) I = a sing 
( ii ) r = a sin 29 


(iii ) - 


cos 


. 


3. { --9 , 30 ° ) , (5 , 150° ), (7 , 210 °) புள்ளிகளை உச்சி 

களாகக் கொண்ட முக்கோணத்தின் பரப்புக் காண்க . 


4. ( 2 , 30°), ( 4 , 120 ° ) புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் கோட்டின் 

நீளம் காண்க . 


5. (0 , 0 ° ) , ( 3 , 90 °) , ( 3 , 30 ° ) புள்ளிகளை உச்சிகளாகக் 

கொண்ட முக்கோணம் ஒரு சமபக்க முக்கோணம் என 
திறுவுக . 


கோண தூர சமன்பாடுகள் 
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r = 2a cos ) வட்டத்தின் மீதுள்ள 0-91 , 0 = 09 , 0 = 63 
புள்ளிகளை உச்சிகளாகக் கொண்ட முக்கோணத்தின் 
பக்கங்களுக்கு முனை விலிருந்து வரையும் செங்குத்துக் 
கோடுகளின் அடிப் புள்ளிகள் r cos (0-01-9 , -08 ) 
= 2a cos 9 \ cos Gpcos 63 என்ற கோட்டின் மீதமையும் 
என நிறுவுக . 


7. A துணையலகு எனின் , re - Arcos ( e - d ) + An = 0 

எனும் சமன்பாடு , பொது அச்சு வட்டங்களைக் குறிக்கும் 
என நிறுவுக . 


y = 2a cos (G- ) வட்டத்திற்கு 3 புள்ளியிடத்துத் 
தொடுகோடு காண்க . 


9 . 


P == r , cos (g - t ) , 

வட்டங்கள் செங்கோணத் 
தில் தம்முள் வெட்டும் என நிறுவுக . 


10. ycosa - ar cos 20 - 2a cos () = 0 எனும் சமன்பாடு 

ஒரு வட்டத்தையும் , ஒரு நேர்க்கோட்டையும் குறிக்கும் 
என நிறுவுக , 


11 . 


/ 

= [ cos9 + bsin ) எனும் கோடு , r = 2. cos 0 
வட்டத்திற்குத் தொடுகோடாக அமையத் தேவையான 
கட்டுப்பாடு காண்க . 


12. ( 2 , 90 °) , ( 3 , 80 ) புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் கோட்டை 
விட்டமாகக் கொண்ட வட்டத்தின் சமன்பாடு 

r2-1 [ 2 cos ( 9-90 ) +3 cos (0-80 )] + 303 = 0 
என நிறுவுக . 


விடைகள் 


1. ( i ) 9 = d ; (ii) r cos 20 = 2a sin G ; ( iii ) r = 2a cos 9. 


2 , (i ) x2 + y : = ay ; ( ii ) ( x2 + y ) = 4a " xy ; 

(iii) y? -- 4ax = 4a . 


73 
2 


4. 245 . 


11. bed2 + 2ad = 1 . 


-- 
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10-10 . கூம்பு வளைவின் கோண தூரச் சமன்பாடு 


குவியம் S, இயக்கு வரை ZM கொண்ட கூம்பு வளைவின் 
மையத் தொலை விகிதம் e எனக் கொள்வோம் . S புள்ளியிலிருந்து 
இயக்கு வரைக்கு SZ என்ற செங்குத்துக் கோடு வரையவும் . 


R 


PUY,9 ) 


M 


S 


NAL 


Z. 


படம் 104 . 


S புள்ளியை முனைவாகவும் , SZ- ஐ தொடக்கக் கோடாகவும் 
கொள்வோம் . P ( r . ( ) கூம்பு வளைவின் மீதுள்ள யாதேனும் ஒரு 
புள்ளி எனின் , 

SP = r , LZSP = 9 


P புள்ளியிலிருந்து - SZ- க்கு PN என்ற செங்குத்துக் கோடு 
வரைக . LSL கூம்பு வளைவின் செவ்வகலம் LSL = 2 ! என்போம் . 
1 புள்ளியிலிருந்து இயக்கு வரைக்குச் செங்குத்தாக LR கோடு 
வரையவும் . 


கூம்பு வளைவின் வரையறையின்படி , 


SL = e.LR = € .SZ 


SP = e.PM = e.NZ 


SL 


( அ - து) SZ 


* 


--- 


e 


e 


r = SP = e.NZ 


(2) 


. 
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கோண தூர சமன்பாடுகள் 


. 


r = e.NZ = e ( SZ - SN ) 


( 


- r cos 9 


1 


( அ - து ) 


= 1- er cos 9 


1 [ 1 + e cos 8 ] = 1 


( அ-து ) - 


- 1 

1 + e cos 6 . 


கிளை 1 : SZ. க்குப் பதில் தொடக்கக் கோட்டை ZS வழி 
எடுத்துக் கொண்டால் LASP = * 9 ஆகும் . 





கூம்பு வளைவின் சமன்பாடு 
1 

1 - e cos 9 . 
17 


கிளை 2 : கூம்பு வளைவின் அச்சு , தொடக்கக் கோட்டுடன் 
பிறப்பிக்கும் கோணம் எனின் , SP என்ற கோடு அச்சுடன் 
( 9 -d) கோணத்தில் சாய்ந்திருக்கும் . எனவே , கூம்பு வளைவின் 
சமன்பாடு = 1 + e cos ( 0 - d) . 


கிளை 3 : மையத்தொலை விகிதம் . ஒன்றுக்குச் சமமாகவோ 
குறைவாகவோ , அதிகமாகவோ இருப்பின் , 

கூம்புவளைவு 
முறையே ஒரு பரவளைவு , நீள் வட்டம் அல்லது அதிபரவளைவைக் 
குறிக்கும் . 


e = 1 எனின் , கூம்பு வளைவின் சமன்பாடு 

/ 

= 1 + cos G = 2 cos2 


2 





பரவளைவின் சமன்பாடு r = 


seca 


9 
2 


10-11 . கூம்பு வளைவின் இயக்கு வரை 

குவியம் S- ஐ முனைவாகவும் , SZ- ஐக் தொடக்கக் கோடாகவும் 
கொள்வோம் . ZM ஒத்த இயக்குவரையின்மீது P ( r, 9) 
யாதேனும் ஒரு புள்ளி எனக்கொள்வோம் . 

ப.வ. - 30 . 
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SP = r , LZSP = 8 . 


P 


it 


8 


Z 
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SZ = SP cos 9 

1 
( அ - து ) = r cos 9 . 

e 


இயக்கு வரையின் சமன்பாடு 


1 

= e cos G. 


T 


1 


கிளை : 


= 1 + e cos (0- ) 


என்ற கூம்பு வளைவில் 


r 


1 


குவியம் S- இன் ஒத்த இயக்கு வரை 


= e cos ( g -- ad ) ஆகும் . 


1 


10-12 . 


1 
= 1 + e cos 9 கூம்பு வளைவு வரைதல் 


வகை (i ) e = 0 எனின் , சமன்பாடு = 1 என்றாகும் . எனவே , 
கூம்பு வளைவு ஒரு வட்டமாகும் . முனைவு இதன் மையமாகும் . 
இதன் ஆரம் ! . 


வகை (ii ) e = 1 எனின் , சமன்பாடு -- 1 + cos 9. எனவே , 
கூம்பு வளைவு வரையறையின்படி ஒரு பர வளைவைக் குறிக்கும். 


1 


- 


0 எனின் , 


= 1 + 1 = 2 . 


பரவளைவு அதன் அச்சை ( தொடக்கக் கோடு ) வெட்டும் 

பூச்சியத்திலிருந்து 


புள்ளி 


( 2.0 ) ஆகும் . 8 -வின் மதிப்புப் 
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அதிகரிக்கும்போது ( 1 + cos 6 )-வின் மதிப்புக் குறைகிறது . எனவே , 
-இன் மதிப்பு அதிகரிக்கும் . 9 -வின் மதிப்பு ஈ -ஐ நெருங்கும்போது , 
-இன் மதிப்புக் , கந்தழியை (infinity ) நெருங்கும் . 9 - வின் மதிப்பு 
ஈ - க்கு மேலும் அதிகரிக்கும்போது ( 1 + cos G ) - வின் மதிப்பு 
அதிகரித்து , "-இன் மதிப்புத் தொடர்ந்து குறைந்து கொண்டே 
வந்து , 9 = 21 என்ற மதிப்புக்கு T = 

என்ற மதிப்பை மீண்டும் 

2 
பெறுகிறது . எனவே , பரவளைவு தொடக்கக் கோட்டுடன் சமச்சீர் 
பெற்றிருக்கும் . பரவளைவின் வடிவம் படத்திலுள்ளது. போலி 
ருக்கும் . 


-- 


படம் 106 


வரையறையின்படி கூம்பு 


வகை ( iii ) ( ) << 1 எனின் , 
வளைவு நீள்வட்டமாகும் . 


0 = 0 எனின் , 


1 + e 


1 + e 


1 


cos 9-வின் மீப்பெரு மதிப்பு 1 ஆதலின் 


- இன் மீப்பெரு 


மதிப்பு ( 1 + e) ஆகும் . 


எனவே , 1 - இன் மீச்சிறு மதிப்பு 


1 
1 + e 


ஆகும் . 


A = 1 எனின் , 


- 1 - 8 . 


1 


. 


- 


1 
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cos G-வின் மீச் சிறு மதிப்பு -- 1 ஆதலின் , 


இன் 


மீச்சிறு 


P 


மதிப்பு ( 1 - e) . எனவே , r- இன் மீப்பெரு மதிப்பு 


-இன் 


1 - e 


1 


மதிப்பு 


1 + e 


- இலிருந்து 


* க்குத் தொடர்ந்து அதிகரிக்கும் . 


நீள் வட்டம் அச்சை ( தொடக்கக் கோடு ) A 


( + ). 


4 ( 1 , ஈ ) 

ஈ ) புள்ளிகளில் வெட்டும் . 


6- வின் மதிப்பு ஈ - யிலிருந்து தொடர்ந்து 21 - க்கு அதிகரிக்கும் 
போது r- இன் மதிப்பு -இலிருந்து தொடர்ந்து - க்குக் 
1 

1 -Fe 
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குறையும் . 9 = ( அ - து ) எனின் , 1 = / ஆகும் . 


மேலும் , cosa = cos ( 27 - 9) ஆதலின் , நீள் வட்டம் 
தொடக்கக் கோட்டுடன் சமச் சீர் பெற்றிருக்கும் . நீள் வட்டத்தின் 
வடிவம் படத்திலிருப்பது போலிருக்கும் . 


P 


( 21 ) 


( 1-9) 


AI 


( +8 


A 


படம் 107 . 


வகை ( iv ) e > 1 எனின் , வரையறையின் படி கூம்பு வளைவு 
அதிபரவளைவாகும் . 


9 = 0 எனின் , 


1 
t 


= 1 + e 


1 


P = 


1 + E 
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படத்தில் " = SA = 


1 + e 


10 அதிகரித்து cos G-வின் மதிப்புக் குறையும்போது -இன் மதிப்பு 
1 + e cos O = 0 வரை அதிகரிக்கும் . -க்கும் , ஈ - க்கும் இடைப் 
பட்டு நிற்கும் 6 - வின் ஒரு மதிப்புக்கு ( இதை என்க ) 
1+ e cos 9 = 0 ஆகும் . படத்தில் இம்மதிப்பு = LASP ஆகும் . 


1 


Co 


1 --- e cos 0 


< எனின் , r-இன் மதிப்புக் கந்தழியாகும் . 9 - வின் இம் 
மதிப்புக்கள் படத்தில் AP என்ற பகுதியைக் குறிக்கும் . 


0 -வின் மதிப்பு -ஐக் கடந்து அதிகரிக்கும்போது / குறை 
யெண் மதிப்புக் ( negative value ) கொண்டிருக்கும் . 9-வின் மதிப்பு 
l-விலிருந்து ஈ -க்குத் தொடர்ந்து அதிகரிக்கும்போது --இன் 
எண்ணளவு தொடர்ந்து குறையும் . இவ் விடைவெளியில் 
r குறையெண் மதிப்புக் கொண்டிருக்கும் . 


G = * எனின் , r = 


1 
e - 1 


1 - e 


c , 9- வின் இம்மதிப்புக்கள் படத்தில் QA பகுதியைக் குறிக்கும் . 


* 


AL 


S 


A 


S / 


RI 
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9.வின் மதிப்பு T- யிலிருந்து ( 27 - d ) - க்கு அதிகரிக்கும்போது 
படத்தில் MA பகுதியும் , { 27 - d ) -விலிருந்து 21 - க்கு அதிகரிக் 
கும்போது NA என்ற பகுதியும் கிடைக்கப்பெறும் . 


எனவே , படம் வரையும் போது முதலில் AKP என்ற பகுதி , 
பின் QR A என்ற பகுதி , அதற்குப் பிறகு A MR பகுதி , 
கடைசியில் NK A பகுதி கிடைக்கப் பெறும் . அதிபரவளைவு 
படத்தில் காட்டியுள்ளபடி இரு பகுதிகளைப் பெற்றிருக்கும் . 


மாரிதிரி 7 : 


2 

= 2 + cos 9 + / 3 sing என்ற கூம்பு வளைவு 


P 


வரைக . 


2 


2 + cos + 3 sin a 


T 


1 


13 


. 


+ - 


1 
2 


COS 


9+ 


sin 


T 

T 
= 1 + cos cos O – sin 

3 


sing 


= 1 + cos 


) 


1 


(அ - து ) 


= 1 + cos | 


* 


1 

= 1 + e cos { 8 -- d ) வடிவிலுள்ளது . எனவே , கூம்பு 

T 
வளைவின் குவியம் முனை வாகும். மேலும் , கூம்பு வளைவின் அச்சு , 
தொடக்கக் கோட்டுடன் 80 - இல் சாய்வு கொண்டிருக்கும் . 
e = 1 ஆதலின் , கூம்பு வளைவு பரவளைவாகும் . 


செவ்வகலத்தின் நீளம் = 2 x 1 = 2 . 


1 


பரவளைவின் முனைவு A எனின் , AS 


L , I என்பவை 


ம 


செவ்வகலத்தின் நுனிகளெனின் SL = SL = 1 . 


9 


0 எனில் , 


1 
T 


= 1 + cos 60 = 1 + 


lou 


21 
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2 


1 


9 = T எனின் , 


= 1 + cos ( 180-60 ) 


1 


. 


= 1 - cos 80 


T 


1 


1 


2 


( அ - து ) 


எனவே , பரவளைவு தொடக்கக் கோட்டை B, C புள்ளிகளில் 
சந்திப்பின் , 


SB 


SC = 2 . 


. 


8 


பரவளைவின் படம் கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ளது . 


% e 


60 " 


B 


S 


X 
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மாதிரி 8 : = 1 + e cos 9 , -- 1 + e cos 3 என்ற 
இரு சமன்பாடுகளும் ஒரே கூம்பு வளைவைக் குறிக்கும் என 
நிறுவுக . 


1 


1 -- e cos 9 


என்ற 

சமன்பாடு குறிக்கும் கூம்பு வளைவின் மீது P ( r , G ) 
யாதேனும் ஒரு புள்ளி எனக்கொள்வோம் . 

P புள்ளியின் கோண தூரக்கூறுகளை ( -1 , * +0 ) என 
எழுதலாம் . 
. 

சமன்பாடு ( 1 ) - இல் F = - , 9 = * + எனப் பிரதி 

1 
யிடின் , 1 + e cos ( 180 + 9 ) என்றாகும் . 


- 


( அ - து ) 


- 1 - e cos O 


* . 


-- 


1 + e cos O 


( 2 ) 


எனவே , சமன்பாடுகள் ( 1 ) , ( 2) ஒரே கூம்பு வளைவைக் 
குறிக்கும் . 


10.13 . 


கூம்பு வளை வின் மீதுள்ள இருபுள்ளிகளைச் சேர்க்கும் 
நாணின் சமன்பாடு 


-- 


= 1 + e cosa 


என்ற கூம்பு வளைவின் மீதுள்ள P , Q என்ற எவையேனும் இரு 
புள்ளிகளின் ஆரைக் கோணங்கள் , B எனக் கொள்வோம் . 


எனவே , அப் புள்ளிகளின் கோண தூரக் கூறுகள் , 
1 

| 
P 
1 + e cosal 

1 + e cosB 


Pe என்ற நாணின் சமன்பாடு 


A cosa + B sing 


( 2) 
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சமன்பாடு 


( 2 ) -இல் 


எனக் கொண்டால் , P, . புள்ளிகள் 
பொருந்தும் . 





1 + e cosa = A cos el + B sin at 


( 3 ) 


1 + e cos p | = A cos 3 + B sins 


( 4 ) 


(அ - து ) 1 = ( A - e ) cosd + B sind 


(5 ) 


1 = ( A - e ) cos s + B sing 


( 6) 


[ ( 5 ) x sinB ( 6 ) X sinc ] எனின் , 
sin B - sind = (A - e) (cos d sing - sin d cos B ] 

= - ( A - e ) sin ( d - B) 


( அ - து) 


-2 cos | 

c + B 
2 


2 


2 ( A - e ) sin 


cos 


2 


2 


( 4 -e) cos - 2 


= cos c + s 


2 


d -- B 
A = e + sec 

d + s 
cos 

2 


இவ்வாறே , [(5 ) X cos B-( 8 ) x cos d ) எனின் , 

B = sec 

d - esino + . 


+ = ( 


A , B- யின் மதிப்புக்களைச் சமன்பாடு ( 2 ) -இல் பிரதியிடின் , 
d + B 

-B d + B 
e + sec | COS | cos 9+ sec 
2 

2 


1 


( அ.து ) 


= e cosG + sec 


cos 


+ sin c + s 

2 ( sing 


ine) 


= ecos 0 + sec = 

sec == Loos(s - * + 9 ). 
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எனவே , நாண் PQ-வின் சமன்பாடு 


e = cosG + sec 

ot - 3 

cos 


F 


" ) 


கிளை 1 : 


கூம்புவளை வின் சமன்பாடு 


= 1 + e cos ( 9 - Y) எனின் , d , 6 புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் 
நாணின் சமன்பாடு 
1 

-8 
= e cos ( 0 - Y) + sec 

+ B 
cos 
2 


y 


கினை 2 : = 1 + e cos G கூம்பு வளைவின் மீதுள்ள 
( d - B ) , ( -+ B ) புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் நாணின் சமன்பாடு 


= e cos 9 + sec B cos ( 6 - d ) . 


10-14 . 


< புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு 
1 

1. + e cos 


என்ற கூம்பு வளைவின் 

மீதுள்ள - U , B , * புள்ளிகளைச் 
சேர்க்கும் நாணின் சமன்பாடு 


= e cos 9 + sec 


COS 


( 


( 2 ) 


2 


* B புள்ளி புள்ளியை நெருங்கி முடிவில் அதனுடன் 
பொருந்தும்போது அப் புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் நாண் புள்ளி 
யிடத்துத் தொடுகோடாகும் . 


எனவே , சமன்பாடு ( 2 ) -இல் , B = d எனப்பிரதியிடின் , 


= e cosa + sec 0 cos (9 - d ) 


= e cos ) + cos ( 0 - d ) . 


புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு 


|| 


= e cosa + cos ( 6 - d ) . 
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கிளை : 


1 + e sos (9 - Y ) கூம்பு வளைவுக்கு புள்ளி 
யிடத்துத் தொடுகோடு 


= e cos ( 0 - Y ) + cos ( 9 - c ) . 


- 


10-15 . 


தொடுகோடுகள் வெட்டும் புள்ளி 


கூம்பு வளைவு 


= 1 + e cos G 


P ( c ) புள்ளியிடத்துத் தொடு கோடு 


= e cos 9 + cos ( 9- ) 


[ 


Q ( B ) புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு 

7 
= e cos 9 + cos (6-3 ) 


சமன்பாடுகள் ( 2 ) . ( 3 ) -இன் தீர்வுகள் இரு தொடு கோடுகள் 
வெட்டும் புள்ளியின் கோண தூரக் கூறுகளாம் . 


( 2 )-இலிருந்து ( 3 )-ஐக் கழிப்பின் , 

cos (0- ) = cos ( G -- [ B ) 


9- = + { G - B } . 


9-- = 6-3 எனின் , 

a = B ஆனால் , # 8 . 


. 


( 0 - B ) 


d + B 


( அ - து ) 29 = { + B ( அது ) 9 
9- வின் மதிப்பை ( 2 ) இல் பிர தியிடின் , 


a + 8 


e cos 


+ cos 


c + B 
2 


. ) 


d 


- 3 


a + B 
= e COS 

+ cos 
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1 
d + B 

+ cos 


B 


... 


( 5 ) 


e cos 


கிளை : தொடுகோடுகள் வெட்டும் புள்ளி R எனவும், குவியம் 
S எனவும் கொண்டால் , SR கோடு - PSQ- ஐ இரு சமக் கூறிடும் . 


10-16 . 


1- = 1 + e cos I 
P 
கோடுகள் 


கூம்பு வனை வின் தொலைத் தொடு 


1 


= 1 + ecos O 


கூம்பு வளைவுக்கு & புள்ளியிடத்துத் 


தொடுகோடு 


= e cos 9 + cos ( G- ) 


( 1 ) 


தொடு புள்ளி வ கூம்பு வளைவின் மீது கந்தழியிலிருக்கு 
மெனின் , சமன்பாடு ( 1 ) தொலைத் தொடு கோட்டைக் குறிக்கும் . 


. 


1 + e cosa = 0 


சமன்பாடுகள் ( 1 ) , ( 2 )-இலிருந்து -ஐ நீக்க , தொலைத் 
கோடுகளின் சமன்பாடு கிடைக்கப் பெறும் . 


1 


( 2 ) -இலிருந்து cos d = - 


* = cos -1 


(-1 ) 


e 


-வின் மதிப்பை ( 1 )-இல் பிரதியிடின் , 

1 
== e cos0 + cos19 


[ 


- Cos -- 


--(- 1 ) ) 


1 


Cos - 1 


-க்கு 0 , 21 என்ற கோண இடைவெளியில் 


e 


இரு மதிப்புக்கள் உள்ளதால் , இரு தொலைத் தொடுகோடுகள் 
உண்டு . 


10.17 . 1 + e cos G கூம்பு வளைவுக்கு d புள்ளியிடத்துச் 

செங்கோடு 
1 

= 1 + e cos G கூம்பு வளைவுக்கு J புள்ளியிடத்துத் 

T 
தொடுகோடு 
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= e cosa -- cos ( 6- ) 


( 1 ) 


. 

தொடு கோட்டிற்குச் செங்குத்தாய்ச் செல்லும் கோட்டின் 
சமன்பாடு 


* = = cos ( 0 + 3 ) + cos ( a + ;-) 


[ பத்தி 7 , கிளை 2 ] 


K 


( அ - து ) 


e sino 


sin ( 0 


( 2 ) 


r 


இக்கோடு புள்ளி வழிச் செல்கிறது . 


( அ- து) ( 

( 1 + oss 


எ4) புள்ளி வழிச் செல்லும் . 


K [ 1 + e cos 0) 


€ sin ol --- sin ( c - d ] 





le sin 
1 - | - ecosd 


K- இன் மதிப்பை ( 2 )-இல் பிரதியிடின் , 

le sind 
r ( 1 + ecos al ) 


e sing - sin ( G - d ) 


( அ - து ) 


e sind 
1 + e cosd | 


e sin a + sin ( e - d) , 


1 


எனவே , புள்ளியிடத்துச் செங்கோடு 
e sin 

I 

= e sin a + sin (0- ) . 
1 + e cos a 


10.18 . 


- = 1 + e cos 9 கூம்பு வளை வின் குத்துத் தொடுகோடு 
வட்டம் ( Director Circle ) 


+ 


= 1 + e cos G கூம்பு வளைவுக்கு 


புள்ளியிடத்துத், 
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தொடுகோடு 


-- = e cos I + cos (0 - d ) 


... 


B புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு 

1 
= e cos 9 + cos (9-3 ) 


இவ்விரு தொடுகோடுகளும் வெட்டும் புள்ளி (ry , G1 ) எனின் , 

| 
d + B 

( 3 ) 
e cos + cos 


... 


날 


0 , = + 

d + B 


2 


( 4) 
( பத்தி 15 - சமன்பாடுகள் (4 ) , ( 5 ) ] 


சமன்பாடு ( 1 )-ஐப் பின் வருமாறு மாற்றி எழுதலாம் . 

1 

= e cos 9 + cos 9 cosd + sin a sind 


( அ - து ) (e -+ cos d ) cos 9 + sin a sind - 


= 0 . 


- எனவே , தொடுகோடு ( 1 ) -இன் சரிவு 

e + cos d . 

sind 


இவ்வாறே தொடுகோடு ( 2 )-இன் சரிவு 

e + cos B 
sin ß 


தொடுகோடுகள் தம்முள் செங்குத்தாய் வெட்டுமெனின் , வெட்டும் 
- புள்ளியின் இயங்கு , வழிகுத்துத் தொடுகோடு வட்டமாகும் . 


எனவே , தொடுகோடுகள் ( 1 ) , ( 2 ) தம்முள் செங்குத்தாய் 
வெட்டுமெனின் , 
e + cosd 

e + cos 
sind 

sin B 
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e + cosc 


e --- cos 

sin B 


sin a 


) 


( அ - து ) ( e + cos d ) ( e + cos B ) + sin a sin 3 


e + e ( cos cl + cos (B ) + ( cosed cos B + sild sin B ) = 0 


+ 


அ -- து ) e + e 


d + B 

2 


2 cos 


COS 


B 
2 


+ cos ( d 


B) = 0 . 


22 + 2e cos 


+ B 
2 


COS 


( 260s - 2 -1 )-- 


4 - 3 
22 + 2 cos 


4 + 3 


d - B 


e cos 


+ cos 


- 1 = 0 


( 7 ) 


சமன்பாடுகள் ( 3 ) , ( 4 ) , ( 7 )-இலிருந்து -ஐ நீக்க , குத்துத் 
தொடுகோடு வட்டம் கிடைக்கப் பெறும் . 


சமன்பாடு ( 3 )-இலிருந்து 

d + B 
e cos 

+ cos 
2 


.. 


( 8 ) 


2 


இதில் சமன்பாடு (4)-இன் = = 04 -ஐப் பிரதியிடின் , 


= e cos 91 + cos 


3 
2 


d 


COS 


B 
2 


e cos 01 


dt 


d 


- , Cos 


- மதிப்புக்களை ( 7 )-இல் பிரதியிடின் , 

][ co 

20069 , + + - ecoso, ) -1-0 


2 " -- 2 


2( 


----- - e cos 61 
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( அ - து ) e" + 2e coa 91 


(-- - teas 0) 
+2 ( 


e cos91 


3. ) 


2 
- 1 = 0 . 


f 


. 


ere + 2rle cos81 ( 1-11e cos91 ) 

+ 2 (! - ery cos 91 ) ? -11 = 0 . 


( அ - து ) er] * + 2r | el cos 81 2rjeg cos * 01 + 2 : 2 

- 4lery cos 81 + 2e r1 * cos " 01 – r12 = 0° 


( அ - து ) er - 2lericos 91 + 21 - r = 0 . 


11* (e :- 1 ) - 2r | elcos 91 + 212 = 0 . 


எனவே , குத்துத் தொடுகோடு வட்டத்தின் சமன்பாடு 

Fr " (e - 1 ) – 2 ler cos g + 2/2 = 0 . 


பரவளைவில் e = 1 . 


எனவே , அதன் குத்துத் தொடுகோடு வட்டம் 

- 2 ! r cos ) + 212 = 0 


( அ - து ) - 


= cos 9. 


இது பரவளைவின் இயக்குவரையாகும் . 


மாதிரி 9 : PP , QQ என்பவை கூம்பு வளைவு ஒன்றின் 
குவிய நாண்களாம் , இவைகள் தம்முள் செங்குத்தாய் வெட்டு 

1 
+ 00 

= மாறிலி என நிறுவுக , 


மெனின் , - 


= 1 + e cosg 


( 1 ) 


ஒரு கூம்பு வளைவு எனக் கொள்வோம் . 


P புள்ளியின் ஆரைக்கோணம் எனின் , P , Q , Q புள்ளி 

3 * 
களின் ஆரைக் கோணங்கள் முறையே d-* , d + 2 d + 

2 
ஆகும் . 


கோண தூர சமன்பாடுகள் 


481 


குவியம் S எனின் , 


SP = 


SP 


1 te cos o 


1 -- e cos 


SO 


Se 


-e sind 


! 
1+ e sindi 


, PP = SP + SP 


( ! -el cos cl ) + ( l + el cos c ) 

1 - ecos 

21 
1 - ecosed 


Q0 = SQ + SQ 


= 


21 
1 - e2sin 


1 


1 


+ 


| - e2cosecu 

2 


o 


1 - ersin 

21 


PP 


( 1_e cos d } + ( I - e sined ) 


2 - e ( cosed + sia ) 


2--2 

2 / 


மாறிலி . 


மாதிரி 10 : 

குவியத்தில் செங்கோணத்தை ஏற்கும் 
செவ்வக அதிபரவளைவின் நாண்கள் நிலைத்த பரவளைவு ஒன்றைத் 
தொடும் என நிறுவுக . 


செவ்வக அதிபரவளைவின் சமன்பாடு 


= 1 + V2cos9 . 


[ : e = / 2 ) . 


P 


நாண் AB குவியம் S- இல் தாங்கும் கோணம் 90 எனக் 
கொள்வோம் . 


A , B புள்ளிகளின் ஆரைக்கோணங்கள் (d + B ) , ( c - B } 
எனின் , 

_ ASB = ( + B ) - ( c - B ) : 23 . 


90 ° எனின் , p = 45 " . 


LASB = 
ப . வு . --31 . 
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B 


90 


படம் 110 


AB-யின் சமன்பாடு 


= 12 cos G + sec B cos (9 - d) 


r 


V2 cos G + sec 45 cos (9 - d) 


= 12 cos 9 + 2 cos (e - d ). 


= cos 9 + cos ( e - d ) 


* 
எனவே , AB என்ற கோடு - 


1 


= 1 + cos ) என்ற பர 


வளைவை d புள்ளியில் தொடும் . 


능= A cosa + B sin a எனும் கோடு - 


மாதிரி 11 : 

r 
+ e cos ) எனும் கூம்பு வளைவைத் தொடுவதற்குத் தேவையான 
கட்டுப்பாடு ( A - e ) : + B2 = 1 என நிறுவுக . 


= 1 + e cos 0 என்ற கூம்பு வளைவுக்குத் தொடுகோடு 


= e cos G + cos (e - d ) 


= e cos 9 + cose cos & + sin g sinol . 
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= ( e + cosa ) cos ) + sinct sing 


( 1 ) 


= A cos 9 + Bsin g 


( 2 ) 


1 


தொடு கோ டெனின் , சமன்பாடுகள் ( 1 ) , ( 2 ) ஒரே கோட்டைக் 
குறிக்கும் . 





1 = 


e -+ cos . 

A 


sind 
B 


( அ - து ) A = e + cos or 


( 3 ) 


B = since 


( 4 ) 


சமன்பாடுகள் ( 3 ) , ( 4 )-இலிருந்து -ஐ நீக்கினால் தேவை 
யான கட்டுப்பாடு கிடைக்கும் . 


( 3 ) -இலிருந்து -cosa = A - e . 


1 = cos + sia { = ( A - e ) + B . 


எனவே , தேவையான கட்டுப்பாடு 

( A - e) 2 + B2 = 1 . 


10.19 , 


= 1 + e cos ) கூம்பு வளைவுக்கு (r ) , G1 ) புள்ளி 
யிலிருந்து வரையும் தொடுகோடுகளின் தொடுநாண் 


T 


= 1 + e cosa எனும் கூம்பு வளை புக்கு ( ry , 01 ) புள்ளியி 
லிருந்து வரையும் தொடு கோடுகள் கூம்பு வளைவைத் தொடும் 
புள்ளிகள் Q , R எனவும் , இப் புள்ளிகளின் ஆரைக் கோணங்களின் 
o , 3 எனவும் கொள்வோம் . 


, 


நாண் Q , R- இன் சமன்பாடு 


- 3 


= sec 


COS 


- 


d + 3 

2 


T e cosa 


( e cos 
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a , 3 புள்ளிகளிடத்துத் தொடுகோடுகள் 


| 


= e cos 9 + cos ( 9 - d ) . 


T 


1 


= e cosa + cos ( 9 - B ) . 


இத் தொடுகோடுகள் வெட்டும் புள்ளியின் கோண தூரக் 
கூறுகள் 


/ 


d + 3 
2 


d + 


별 


+ cos 


B 


( 2 ) 


d + B ) 
e cos 

+ cos 


9 . 


d + 3 


- 


( 3 ) 


( 2 )-இலிருந்து , 


a + B 


e cos 


+ cos 


d 


2 


( அ-து) 


c + 3 
- e cos 

c - B 
= cos 
2 


+ 
( 3 ) -இலிருந்து 01 = 13 


எனவே , சமன்பாடு ( 1 ) , 


1 


= sec 


<p E cos ( e- 4+ ) | 


+ e cos ) 


cos ( e - 81 ) 

- 2 cos 91 


+ e cos 0 


( அ- து ) 


e cos 9 = 


cos5 { 9 = 81 ) 

- e cos 91 
11 
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, 


( H 


- e cos9 


9 ) 


- ecos O 


) 


= cos ( G - 01) . 


எனவே , தொடு நாணின் சமன்பாடு 


( H 


e cos o 


9 ) 


- e cos 91 


= cos (0-01 ) . 


P ( s , 8) 


S 


படம் 111 . 


10-20 . 


1 

1 + 2 cos 9 கூம்பு வளைவைச் சார்ந்து (r1 , G1 ) 
புள்ளியின் இசைக்கோடு 


T 


TRP) 


P ) 


படம் 112 . 


486 


பகுமுறை வடிவ கணிதம் 


P (ry , 01 ) என்ற குறித்த புள்ளி வழிச் செல்லும் நாண்களில் 
ஒன்று QR எனக் கொள்வோம் . Q , R புள்ளிகளிடத்து வரையும் 
தொடு கோடுகள் வெட்டும் புள்ளி T ( R , ( ) எனின் , 

T. யின் 
இயங்கு வழி P- யின் இசைக் கோடாகும் . 


ஆரைக் 


கோணங்கள் முறையே c , 6 


Q , R புள்ளிகளின் 
எனின் , 1 புள்ளியின் கூறுகள் 


R = 


e cOS 


a + B d- 3 

+ COS 
2 

2 


a + B 

2 


(2) 


நாண் QR-இன் சமன்பாடு 


c - B 
= sec 

COS 
T 


+ e cos G. 


இது P { ry , 91 ) வழிச் செல்லின் , 


+ - see = = = cos ( 81 - 4 + ) 


+ e cose : 


COS 


91 


c + B 

2 


- e cos 61 


( 3 ) 


COS 


2 


சமன் பாடுகள் ( 1 ) , ( 2 ) - இலிருந்து 

1 
R = 
e cos ¢ + cos : 

2 


1 
R = e cos + + cos 

d - 8 


1 
R 


e cos y = cos 


( 4 ) 


கோண தூர சமன்பாடுகள் 
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( 2) -இலிருந்து டி - யின் மதிப்பையும் , ( 4 )-இலிருந்து cos 4 > * 


மதிப்பையும் ( 9 ) -இல் பிரதியிடின் , 

/ 

e cos 01 = 


cos ( 6 ; - ? ) 


( K - ecose ) | 
) H 

- e cose ) - 


1 


* 


( 


- e cos 81 


= cos ( 81-2 ) . 


R 


எனவே , ( R , 4 ) -யின் இயங்குவழி , அதாவது P {ry 91 )-இன் 
இசைக்கோடு 


- e cos 


o ) (H 


- e cos 61 


= 


cos (9-01) . 


( , 

1) 
10-21 . + = 1 + e cos ( கூம்பு வளைவின் துணை வட்டம் 


கூம்பு வளைவின் தொடுகோட்டிற்குக் குவியத்திலிருந்து வரை 
யும் செங்குத்துக்கோட்டின் அடிப்புள்ளியின் இயங்குவழி கூம்பு 
வளைவின் துணைவட்டமாகும் ( auxilary circle ) . 


கூம்பு வளைவு 


= 1 + e cosg 


( 1 ) 


r 


தொடுகோட்டின் சமன்பாடு 


= e cos I + cos ( 9- ) 


( 2) 


தொடுகோட்டிற்குச் செங்குத்தாகச் செல்லும் கோட்டின் சமன்பாடு 
K 

* 
e cos 

+ cos + 9 - d 
2 


05 ( 5 + 6 


- e sing - sin ( e - d . 


( அ - து ) 


K = - re sing 


r sin { 9 -- d ) . 


இது குவியம் ( முனைவு ) வழிச் செல்லின் , 

0 . 


எனவே , முனைவு வழிச் செல்லும் செங்குத்துக் கோட்டின் 
சமன்பாடு 
sin ( e - d ) - e sin a 

( 3 ) 
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( 2 )-இலிருந்து . - 


- e cos G 


cos (G 


... 


சமன்பாடுகள் (3 ), (4 )-ஐ வர்க்கப் படுத்திக் கூட்ட , 


e " sin G + 


0 + ( - 400s o) = sin " ( e - d 


+ cos * ( 8 - d ) = 1 


2le 

cos 9+ 


12 


( அ - து ) e * (sin 9 + cos2 () 


뮤 


- 1 = 0 . 





re " - 2ler cosa + 12 – r " = 0 . 


r (e - 1 ) - 2ler cos 9 + 12 = 0 . 


எனவே , துணை வட்டத்தின் சமன்பாடு 


r " ( e - 1 ) - 2rle cos 9 + 1 = 0 . 


அதன் 


துணை 


வட்டம் 


பரவளைவில் e = 1 . எனவே , 

1 
- 2rl cos 9 + 1 = 0 (அ - து ) 


2 cos 9 . 


இது பரவளைவுக்கு முனையிடத்துத் தொடு கோடாகும் . 


10-22 . 


T 


1 

= 1 + e cos 9 கூம்பு வளைவுக்கு P புள்வியிடத்துத் 
தொடுகோடு இயக்குவரையை K புள்ளியில் வெட்டினால் 
LKSP ஒரு செங்கோணமாம் 


படம் 113 . 


489 


கோண தூர சமன்பாடுகள் 


முனைவு S எனவும் , தொடக்கக் கோடு SZ , இயக்கு வரை KZ 
எனவும் கொள்வோம் . 
P புள்ளியின் கோண 

தூரக் கூறுகள் ( ry , 01 ) எனின் , 
SP = Ty , _ZSP = 0 . 


P புள்ளியிடத்துத் தொடு கோட்டின் சமன்பாடு 


== e cos 9 + cos ( 0 


- 


G1 ) 


( 1 ) 


இயக்குவரையின் சமன்பாடு 


= e cos O 


இயக்கு வரையும் தொடுகோடும் வெட்டும் புள்ளி K எனில், 
K-யின் கோண தூரக் கூறுகள் , சமன்பாடுகள் ( 1 ) , ( 2 ) -இன் 
தீர்வுகளாகும் . 
சமன்பாடுகள் ( 1 ) ( 2 ) -இலிருந்து 

cos ( 9-91 ) = 0 


9-91 


T 
+ 

2 


எனவே , K புள்ளியின் ஆரைக்கோணம் 01 = 


L. KSP = ZSP - LZSK 


= 04 - (9 


+ 


- ) 


T 
+ 


10 • 23 , குவிய நாண்களின் துனிகளிடத்துத் தொடுகோடுகள் 

தம் வெட்டும் புள்ளிகளின் இயங்குவழி ஒத்த இயக்கு 
வரையாகும் 


படம் 114 
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கூம்பு வளைவின் சமன்பாடு 


음 


= 1 + e cos O 


.E . 


குவியம் ( அ- து ) முனைவு S, தொடக்கக் கோடு SZ , ஒத்த 
இயக்கு வரை ZM எனக் கொள்வோம் . 


PQ ஒரு குவிய நாண் எனவும் , P, Q புள்ளிகளின் ஆரைக் 
கோணங்கள் d , B எனவும் கொள்வோம் . 


P புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு 


= e cos O + cos ( 9 - d) 


( 2 ) 


T 


Q புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு 

1 

= e cosG + cos { 9 - B ) 


- 


( 3 ) 


கோடுகள் ( 2), ( 3 ) வெட்டும் புள்ளி R (r1 , 8 :) எனின் , 


... 


+ cos & B 


d + B 
e cos 

2 

[பத்தி 15 - சமன்பாடுகள் ( 4 ) , (5 ) ] . 
9. = 

d + B 
2 

( 5 ) 


P, Q புள்ளிகள் குவிய நாணின் நுனிகளாதலின் , P- யின் 
ஆரைக்கோணம் d எனின் , Q- வின் ஆரைக்கோணம் ( 1+ ) 
ஆகும் . 
. B = 1 + d 

( 6 ) 


--- 


( 4 ) - இலிருந்து , 


d + B 
= Pcos 

+ cos 


* 


= e cos G1 + cos 

d - 9. 

2 


91 


= e cos Gr + cos 

d - ( * + d ) 


கோண தூர சமன்பாடுகள் 
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T 


= e cos G1 + cos 


2 


= e cosa 


( r1 , 01 ) -இன் இயங்குவழி , 


= e cos 8. 


இஃது இயக்கு வரையின் சமன்பாடாதலின் , R புள்ளியின் 
இயங்குவழி ஒத்த இயக்கு வரையாகும் 


10-24 . 


1 + cos 9 பரவளை வில் , P , Q புள்ளிகளிடத்துத் 
தொடுகோடுகள் R புள்ளியில் வெட்டினால் , SR ? = SP.SQ . 


P , Q புள்ளிகளின் ஆரைக்கோணங்கள் 
புள்ளிகளின் கோணதூரக் கூறுகள் 


J , 3 எனின் . இப் 


P ( SP , d ) , Q { SQ B ) . 


. 


P , Q புள்ளிகளிடத்துத் தொடுகோடுகள் 


= cos 9 + cos ( 9 - d ) 


1 


= cos G + cos ( g-- B ) 


T 


படம் 115 . 


தொடு கோடுகள் ( 1 ), ( 2 ) வெட்டும் புள்ளி R ( ry , G1 ) எனின் , 

ப 
r1 = SR = 
d + 3 

B 
COS 

+ cos | 
2 

2 

( 3 ) 


--- 
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பகுமுறை வடிவ கணிதம் 


61 = LXSR = + 


( 4 ) 


R புள்ளி P புள்ளியிடத்துத் தொடு கோட்டின் மீதமைவதால் , 


= cos 81 + cos (G1 


d + B 
= cos 

+ cos | 


SR 


= cos 


+ B d - B 
2 + cos 

2 


= 2 cos 


을 


B 


COS 


( 5 ) 


மேலும் , P , Q புள்ளிகள் கூம்பு வளைவின் மீதமைவதால் , 

| 

= 1 + cos d 
SP 


- 


( 6 ) 


! 
SQ 


= 1 + cos B 


... 


( 7 ) 


( 1 + cosa ) ( 1 + cos 3 ) 


SP.SQ 


cd 


= 2 cos 


B 
* 2 cos | 

2 


= 4 cos 2 


* 


cose 


SR2? 


SP.SO = SR " . 


10-25 . ( ry , 01 ) புள்ளியிலிருந்து = 1 + e cos G கூம்பு 
வளைவுக்கு வரையும் இரட்டைத் தொடுகோடுகள் 

1 
= 1 + e cose . 


(1) 


என்ற கூம்பு வளைவுக்கு d புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு 

1 

e cos 0 + cos (9 - d ) 


-- 


( 2 ) 


கோண தூர சமன்மாடுகள் 
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இது ( ry . 91 ) புள்ளி வழிச் செல்லின் , 


-- 2 cos 01 + cos ( 91 - d ) 


( 3 ) 


சமன்பாடுகள் ( 2 ) , ( 3 )-இலிருந்து -ஐ நீக்கினால் , 
இரட்டைத் தொடுகோடுகளின் சமன்பாடு கிடைக்கும் . 


சமன்பாடுகள் ( 2 ) , ( 3 ) -ஐப் பின் வருமாறு மாற்றி எழுதலாம் . 


cos d cos 6 + sin ol sing 


( 


- e cos ) 


) 


= 0 . 


r 


cos cl cos 91 + sind sing ! 


---- 2 cos 10 


= 0 . 


குறுக்குப் பெருக்கல் விதிப்படி (rule of cross multiplication ) 


( H 


e cos 


sa ) in 9:-( H 


-- e cos91 


Sing 


cos 


- 


sin ( 6-01 ) 


( H 


-e cosai 


:)6050 


- 2 cos 9 


cos 01 


sind = 


sin ( 0-01 ) 


இவ்விரண்டையும் வர்க்கப்படுத்திக் கூட்ட , 


sin (9--01) = 


- e cosg 


+ 


-e cos011 


- & cos ) 


T1 


( 5a ) ( sia? 91 + cos " 64 ) 
) " (sia 8 + cos O ) - 2 

-2 / 
- e cosa ) (cose cos 01 + sin a sin a | 

- Ecos o) + ( H sa ) 
-2 ( H cos 0 ) ( H 

ccos 91 ) 


( அ - து) sin2 (8-9 ) = 


- e cos S. 


- e cos D 


cos (8-6 ) . 
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- e cos 9 , 


e cose , எனின் , 


T 


sin (9-0:) = X2 + Y2- 2XY cos (9-01). 
1 - cos2 ( e - G ) = X2 + Y - 2XY cos (6-8 ) . 
1 - X - Y ? = cos (9-01 ) -2XY cos (9-81 ) , 


இரு புறமும் X Y -ஐக் கூட்டின் , 
1 - X - Y2 + X Y = X Y2-2XYcos (e - G:) 

+ cos -19-91 ). 


ஃ ( x - 1 ) ( Y - 1 ) = [XY - cos ( 9-9:) ] 
( அ- து ) 

- e cos 91 

6 ) - ) 
- cos ( 0-91 ) 

01 ) 


[ ( -e cose ) - 1 ) 
-- 

- cose ) - 
+ 


-- e cos 


so ) 


1 
மாதிரி 12 : = 1 + e cos ) கூம்பு வளைவின் குவியம் வழிச் 
செல்லும் ஒரு வட்டம் கூம்பு வளைவை நான்கு புள்ளிகளில் வெட்டு 
கிறது. அப்புள்ளிகளின் தூரம் குவியத்திலிருந்து 12 , 13 , 14 
எனின் , 
1 

1 1 

2 
+ + 

என நிறுவுக . 


1 


= 


+ 


13 


கூம்பு வளைவின் சமன்பாடு 

1 
= 1 + e cosa 


--- 


P 


வட்டத்தின் விட்டம் a எனவும், விட்டம் தொடக்கக் 
கோட்டுடன் பிறப்பிக்கும் கோணம் - எனவும் கொண்டால் , 
வட்டத்தின் சமன்பாடு 

r = a cos ( e - p ) 


( 2 ) 


சமன்பாடு ( 1 ) -இலிருந்து 


= cos 9 . 


* 


sin a = 

= 


- ( a ) 
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இதைச் சமன்பாடு ( 2 ) -இல் பிரதியிடின் , 


r = a cos ( 8 - P ) 


= a (cos e cos ¢ + sin a sins) 


( 1 - r ) 


( 


= 4 


cos p + 


M 


1 


sin 


] 


eP 


( அ -து ) err4 + 2ae cos pr " + (a2 - 2aelcos p - a e sine ) r 

-2laar --- de / 3 = 0 , 


இதன் மூலங்கள் r ] , r2 , is r4 ஆகும் . 


. 


SS 


T " , " g + rargr4 + rgrar ] + I ; rpri 


2lae 


( 3 ) 


S ; = rulergr4 = 


(4 ) 


( 3 )-இன் இரு பக்க மும் rilergre- ஆல் வகுக்க , 


1 


1 


1 


1 


1 


+ 


+ 


+ 


2la 
e 


11 


F ? 


rs 


2la 
e? 


2 


1 


1 


1 


1 
+ 

12 


+ 


+ 


71 


Ts 


பயிற்சி 10.2 . 


1 . 


* 


21 

10 
- 20 , 

என்னும் புள்ளிகள் 
3 

3 
+ 3 cosa என்ற அதிபரவளைவின் 

மீதுள்ளன 

என 
நிறுவுக . 
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1 
- e cos 9 , 

e cos 9-1 என்ற சமன்பாடு 
கள் ஒரே கூம்பு வளைவைக் குறிக்கும் என நிறுவுக . 


r 


3. PSP , Qsg என்பவை குவிய நாண்கள் . 

இவை 
1 

1 
தம்முள் செங்குத்தாக வெட்டினால் 

+ 

SP . SP SQ . SO 
ஒரு மாறிலி என நிறுவுக . 


4 , கூம்பு வளைவின் PO நாண் குவியம் S- இல் ஏற்கும் 

கோணம் 20 ( மாறிலி ) எனின் , P , Q புள்ளிகளிடத்துத் 
தொடுகோடுகள் வெட்டும் புள்ளியின் இயங்கு வழி S.ஐ 
குவியமாகக் கொண்ட மற்றொரு கூம்பு வளைவு என 
நிறுவுக . 


= 


5. 24 , 2B என்பவை 1 + e cos G குறிக்கும் கூம்பு: 

வளைவின் விட்டத்தினது நுனிகளின் ஆரைக்கோணங் 
களெனின் , tan c . tan B = என நிறுவுக . 

e - 1 


6 . 


F 


= 1 -- e cos ( 9 - Y ) கூம்பு வளை வின் தொலைத் தொடு 
கோடுகளைக் காண்க . 


7 . 


7 

= 1 + ecose கூம்பு வளைவுக்கு 3 , B , Y புள்ளி 
களிடத்துச் செங்கோடுகள் (r1 , 01 ) புள்ளியில் சந்திக்கு 
மெனின் , 

8 

Y 
tan + tan + tan ) = 0 என நிறுவுக . 

2 


8 . 


கூம்பு வளைவின் குவிய நாண்கள் தம் நடுப்புள்ளிகளின் 
இயங்குவழி மற்றொரு கூம்பு வளைவு என நிறுவுக . 


8 . 


- 


7 


1 – e | cos 8 , 12 
1 - e, cos (9 கூம்பு: 
வளைவுகள் ஒன்றையொன்று தொடுமெனின் , 

1,2 ( 1 - e12) + 12 ( 1 - e2 ) = 24112 {1 - elescos p } 
என நிறுவுக . 
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கோண தூர் சமன்பாடுகள் 


10 . 


பொதுக்குவியக் கூம்பு வளைவுகள் இரண்டின் 

பொது 
நாண்களிலிரண்டு , கம்பு வளை களின் இயக்குவரைகள் 
வெட்டும் புள்ளி வழிச் செல்லும் என நிறுவுக . 


11 . 


= 1 + e cos G கூம்பு வளைவில் நாண் AB குவியத்தில் 
செங்கோணத்தை ஏற்குமெனின் , 


( - + ) * + ( 3: - + ) - F 


என நிறுவுக . 


12 . 


ஒரு நீள் வட்டத்தின் பேரச்சுடன் அதன் குவிய நாண் 
பிறப்பிக்கும் கோணம் c எனின் , அந்நாணின் நுனி 
களிடத்துத் தொடுகோடுகளின் இடைப்பட்டக் கோணம் 

2e sin a 
tan - 1 

என நிறுவுக . 


( fein ) என 


18 . 


ஒரு கூம்பு வளைவை - புள்ளியிடத்துத் தொடும் வட்டம் 
குவியம் வழிச்செல்லின் , அவ்வட்டத்தின் சமன்பாடு 
r ( 1 -e cos ? ) * = I cos ( 9 - P ) -elcos ( G - 2 ) என 
நிறுவுக . 


14 . 


= 1 + c cos 9 கூம்பு வளைவில் c , B , Y புள்ளி 
களிடத்துச் செங்கோடுகள் ( 11 , 81 ) புள்ளியில் சந்திப் 
பின் , 201 = d + B + Y என நிறுவுக . 


15 . 


= 1 + e cos ) கூம்பு வளைவில் d , B , Y , 8 புள்ளி 
களிடத்துச் செங்கோடுகள் ( r1 , 01 ) புள்ளியில் சந்திப்பின் 
d + P + Y + 8-261 =( 2n + 1 ) * என நிறுவுக . 


10 . 


1 

= 1 + e cos ) கூம்பு வளைவில் P , Q புள்ளிகளிடத்துத் 
தொடுகோடுகள் R- இல் சந்திக்கும் . நாண் PQ இயக்கு 
வரையை M- இல் சந்திப்பின் L MSR = 90 ° என நிறுவுக . 


என்ற 


T 


r 


1 
17 . = Acos G + B sin a 
- cos ( e - d ) 

கூம்பு வளைவின் தொடுகோடெனின் , 
A2 + B2 - 2 : ( A cosd + Bsin A ) + e " -1 = 0 

நிறுவுக . 
ப.வ. - 32 


என 
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18 . 


r 


= 1 + e cos 9 கூம்பு வளைவின் குவியத்திலிருந்து 
அதன் தொடு கோட்டிற்கு வரையும் செங்குத்துக் கோடு 
களின் 

அடிப் புள்ளிகளின் இயங்கு வழி 72 ( 1 - e ) 
+ 2ler cos 9 - e2 = 0 என நிறுவுக , 


19 . 


= 1 + e cos ) கூம்பு வளைவின் நாண் PQ குவியத்தில் 
ஏற்கும் கோணம் 23. PSQ கோணத்தின் உள்ளிரு 
சமவெட்டி நாண் PQ- ஐ R- இல் சந்திக்கு மெனின் , R- இன் 

IcosB 
இயங்கு வழி = 1 + e cos B cos 9 என நிறுவுக . 


20 . 


= 1 -- cos ) பர வளைவின் மீதுள்ள A , B , C புள்ளி 


T 


களிடத்துத் தொடுகோடுகள் A B C என்ற முக் 
கோணத்தை அமைக்கும் மெனின் , 

SA.SB.SC = SA .SB .SC என நிறுவுக . 


1 
21. LSL என்பது = 1 + e cos 9 கூம்பு வளைவின் செவ் 

வகலம் . 1 புள்ளியிடத்துச் செங்கோடு கூம்பு வளைவை 
மறுபடியும் M புள்ளியில் சந்திப்பின் , 
1 + 3e " + e = { 1 + e2 - e* ) SM என நிறுவுக . 


22 . 


PSP , PS Q 

என்பவை 

குவிய நாண்களெனின் , 
SP SP 

+ 
SP 

-வின் 

மதிப்பு P புள்ளியின் நிலையைச் 
சாராது என நிறுவுக . 


SO 


விடைகள் 


+ - ( -1 ) 


sin ( e - Y ) 


cos ( 180-9 + Y ) + 


* 2 ) 


கலைச் சொற்கள் 


A 


Anticlockwise 
Arithmetic progression 
Asymptote 
Axes of transformation 
Axis 


இடஞ்சுழியாக 
கூட்டு விருத்தி 
தொலைத் தொடுகோடு 
அச்சு நிலை மாற்றம் 
அச்சு , ஆயம் 


- 


B 


- 


* 


Bisector 

external bisector 
internal bisector 
perpendicular bisector 


சமவெட்டி - 
வெளியிரு சமவெட்டி 
உள்ளிரு சமவெட்டி 
மையக்குத்துக் கோடு 


வடி 


Centre 

மையம் 
external centre of similitude வெளி வடிவொப்ப மையம் 

internal centre of similitude உள் வடிவொப்ப மையம் 
Chord 

நாண் 
Circle 

வட்டம் 
auxilary circle 

துணை வட்டம் 
circle of similitude 

வொப்ப வட்டம் 
coaxal circles 

பொது அச்சு வட்டங்கள் 
director circle 

குத்துத் தொடுகோடு வட்டம் 
orthogonal system of circles- ஒரு நிலை செங்குத்து வட்டங் 

கள் 
orthogonal system of coaxal 

பொது அச்சு ஒரு நிலை குத்து 
circies 

வட்டங்கள் 
system of circles 

ஒரு நிலை வட்டங்கள் 
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Cirrcumference 
Conic 

central conic 
confocal conic 


Conjugate lines 
Conjugate points 
Constant 
Contact 

contact of first order 
contact of second order 


பரிதி 
கூம்பு வளைவு 
மையக் கூம்பு வளைவு 
பொதுக்குவியக் கூம்பு வளைவு 

கள் 
துணையியக் கோடுகள் 
துணையியப் புள்ளிகள் 
மாறிலி 
தொடுகை 
முதல் வரிசைத் தொடுகை 
இரண்டாம் 

வரிசைத் 
தொடுகை 
மூன்றாம் வரிசைத் தொடுகை 
அச்சுத் தூரங்கள் , ஆயத் 

தொலைகள் 
தேக்காட்டின் கூறுகள் 


contact of third order 
Coordinates 


- 


cartesian coordinates 
Curve 


வளை வரை 


Diagonal 
Diameter 
Directrix 
Director circle 
Discriminate 


D 
மூலை விட்டம் 
விட்டம் 
இயக்கு வரை 
குத்துத் தொடுகோடு வட்டம் 
தன்மைக் காட்டி 


E 


Eccentric angle 
Eccentricity 
Ellipse 
Equation 
Equi- conjugate diameter 


துணை வட்டக்கோணம் 
மையத் தொலை விகிதம் 
நீள் வட்டம் 
சமன்பாடு 
துணையியச் சம விட்டங்கள் 


Fixed line 
Fixed point 
Focal chord 
Focal distance 
Focus 
Function 


நிலையான கோடு 
நிலைத்த புள்ளி 
குவிய நாண் 
குவியத் தூரம் 
குவியம் 
சார்பு 
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G 


Geometric progression 
Goometry 

coordinate geometry 


பெருக்கு விருத்தி 
வடிவ கணிதம் 
ஆயத் தொலை வடிவ கணிதம் 


H 


Homogeneous 
Hyperbola 
Hypotenuse 


சமபடித்தான 
அதிபரவளைவு 
காணம் 


-- 


1 


Incentre 
Independant 
Infinity 
Intercopt 


உள் வட்டமையம் 
சர்பிலா 
கந்தழி 
வெட்டுத் துண்டு 


L 


Latus rectum 
Locus 


செவ்வகலம் 
இயங்கு வழி 


M 


பேரச்சு 
மீப்பெரு 


Major axis 
Maximum 
Minimum 
Minor axis 


சிற்றச்சு 


N 


Normal 
Normal form 
Notation 


செங்கோடு 
செங்குத்து வடிவம் 
குறியீடு 


0 


குத்தாயம் 


Ordinate 
Origin 
Orthocentre 


குத்துக் கோட்டுச் சந்தி , செங் 
குத்து மையம் 
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P 


பரவளைவு 
இணையான 
துணையலகு 


புள்ளி 


Parabola 
Parallel 
Parameter 
Point 

limiting points 

point circle 
Polar 
Polar coordinates 
Polar equations 
Pole 


எல்லைப் புள்ளிகள் 
புள்ளி வட்டம் 
இசைக் கோடு 
கோண தூரக் கூறுகள் 
கோண தூர சமன்பாடுகள் 
இசைப்புள்ளி , முனைவு 


R 


Radical axis 
Radical centre 
Radius 
Rectangular hyperbola 


சமத்தொடு அச்சு 
சமத்தொடு வரை மையம் 
ஆரம் 
செவ்வக அதிபரவளைவு 


S 


அரை விட்டம் 


Semi - diameter 
Sign 

negative sigo 

positive sign 
Slope 
Straight line 
Subnormal 
Subtangent 
Symmetric 


எதிர்க்குறி , குறைக்குறி 
நேர்க்குறி , மிகைக்குறி 
சரிவு 
நேர்க் கோடு 
செங்கோட்டடி 
தொடுகோட்டடி 
சமச்சீர் 


T 


Tangent 

direct common tangent 
transverse common tangent 


தொடுகோடு 
நேர்ப் பொதுத் தொடுகோடு 
குறுக்குப் பொதுத் தொடு 
கோடு 
சரிவகம் 
முக்கோணம் 


Trapezium 
Triangle 
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U 


Uniform 
Uniquely 
Unit 


ஒரு சீரான 
ஒரே முறையில் 
அலகு 


V 


Value 

real value 


மதிப்பு 
உண்மை மதிப்பு , மெய்யான 

மதிப்பு 
மாறி 
முனை , உச்சி 


Variable 
Vertex 


X 


X -- axis 


x அச்சு , x ஆயம் 


Y 


Y- axis 


1 அச்சு , y ஆயம் 


Z 


Zero 
Zone 


பூச்சியம் 
மண்டலம் 


தமிழ்நாட்டுப்பாடநூல்நிறுவனம் 


சென்னை 


1971ஜூலைவரைவெளியிட்டுள்ளநூல்கள் 


ரூ.பை. 


சி.வேலாயுதம் 


டாக்டர்எம்.ஜே.கே.தவராஜ் 


பொருளாதாரம் *1.)பொருளாதாரம் *1-A 

II *2.சோவியத்பொருளாதாரவளர்ச்சி 

அமெரிக்கப்பொருளாதாரம் *4.பொருளாதாரச்சிந்தனைவரலாறு *5.பன்னாட்டுவாணியம் 6.புதுமைப்பொருளாதாரக்கூறுகள் 

பொருளாதாரம்-ஓர்அறிமுகம்-[ 8. 

II 


1. 


50 900 425 450 700 600 12 00 1200 


சோணாசலம் மு.ஆரோக்கியசாமி திருமதிஆர்.தாமரஜாட்சி தி.சி.மோகன் எம்.ஏ.அபூர்வசாமி, 

பி.வி.ஸ்ரீநிவாசன் க.முத்தையன் சி.வேலாயுதம் 


+anoF555s#tos 


. 


9. *10, *11. 

12. *13. *14. 


-- 


1075 700 675 1150 500 

50 (5 


பொருளாதாரக்கோட்பாடுவளர்ந்தவரலாறு பணவியலும்பாங்கியலும்-1 

II நவீனபாங்குஇயல் இந்தியச்செலாவணியும்பாங்குமுறையும் அரசாங்கநிதிஇயல் *மூலநூல்(OriginalBook) 


க.வெற்றிவேல் பி.வி.ஸ்ரீநிவாசன் அர.சேஷாசலம் 


11 


சு.பை 


எம்.பாலசுப்பிரமணியன் எம்.லூர்துநாதன் சி.சுந்தரராஜன் எஸ்.குழந்தைநாதன் கீ.சீ.இராமசாமி 


. 


1000 

425 1075 1050 600 600 


. 


தி.சி.மோகன் மு.க.சுப்பிரமணியம் பி.வி.சீனிவாசன் 


... 


பொருளாதாரம்-(தொடர்ச்சி) 15.இந்தியப்பொருளியல்-! 16. 

II நமதுபொரு 

ஈருளாதாரப்பிரச்சினை 18. 19.இங்கிலாந்தின்பொருளாதாரவரலாறு-1 20. 

11 21.அமெரிக்காவின்நவீனபொருளாதார 

வளர்ச்சி 22.அமெரிக்கப்பொருளாதாரவரலாறு-1 23. 24. 

INI 25.அரசாங்கநிதியியலின்பொருளாதாரம் 26. 

I1 27. 

இந்தியாவின்பொருளாதாரவளர்ச்சி-I 28. 

II 29.பணம்--சிறுவிளக்கம் *30.வணிகஇயலின்தத்துவங்கள் 31.பத்தொன்பதாம்நூற்றாண்டில்கிரேட் 

பிரிட்டனில்தொழில்-வாணிகப்புரட்சி 32.பென்ஹாம்பொருளாதாரம்--[ 33. 

I *34. 

வரவுசெலவுத்திட்டம் 


1. 


ij 


22 


500 1100 600 650 1000 

9 50 1000 

800 1000 950 


மா.குமாரசாமி அர.சேஷாசலம் தே.வேலப்பன் ஜி.சிதம்பரம் கோ.இராதாகிருஷ்ணன் கு.ஆளுடையபிள்ளை 


--- 


- 


D 


... 


சூ.ரா,கருப்பண்ணன் ஏ.குழந்தை எஸ்.குழந்தைநாதன் ஆர்.ரங்காச்சாரி 


1100 11)00 

00 600 


... 


1. 


ஏ.குழந்தை கே.எஸ்.இராமசாமி கோ.இராதாகிருஷ்ணன் 


T 91 7 7 4 


50 00 75 00 25 


11 


க.வெற்றிவேல் 


*111 


35.பன்னாட்டுப்பொருளாதாரம்-1 36. 

II 37.பொருளாதாரஆய்வுநூல்-1 38, 

11 39.வளர்ச்சியுறாதநாடுகளின்அரசாங்கநிதியியல் 

வளர்ச்சிகுறைந்தநாடுகளின்முதலாக்கம் 

பற்றியசிக்கல்கள் 11.1939முதல்இந்தியாவில்பணவீக்கவிலைப் 

போக்குகள் 42.பொருளாதாரவளர்ச்சிபற்றியகட்டுரைகள் 43.இந்தியப்பொருளாதாரவரலாறு(1857-1956)-1 44.பொருளாதாரம்-ஓர்அறிமுகம் 


மா.குமாரசாமி 


5. 


50 


-- 


- 


சி.சுந்தரராஜன் எம்.கே.சுப்பிரமணியம் ம.திருநாவுக்கரசு பு.வி.சீனிவாசன் 


750 775 700 825 


- 


. 


கி.ர.அனுமந்தன் 


11 


TROL 


11 


0 


வரலாறு *45.பிரிட்டன்வரலாறு--1 *46. 

II *47. 

IIT *48.ஐரோப்பியவரலாறு-1(கிபி.385-1500) *:49. 

||(கி.பி.1500முதல்) 50.ஐரோப்பா-கடந்தஐந்துநூற்றாண்டுகாலச் 

சரித்திரம் 51இங்கிலாந்துவரலாறு-1 
52. 

IC 53. 

III 


450 350 725 375 550 


13 


டி.வி,சொக்கப்பா 
என்.ஜே.இராஜகோபால் 


TPRT 


வை,விருத்தகிரீசன் 
இரா.அண்ணாமலை பா.மாணிக்கவேலு 
என்.ஜே.ராஜகோபால் 


1500 1300 1300 8.00 


*மூலநூல்(OriginalBook) 


வரலாறு-(தொடர்ச்சி) 


ரூ.பை 


என்,ஜே.இராஜகோபால் க.த.திருநாவுக்கரசு எம்.எக்ஸ்,மிராண்டா 


54.இங்கிலாந்துவரலாறு-IY 55.இங்கிலாந்தின்வரலாறு-1 56. 

II 57. 

III 58.இந்தியாவின்சிறப்புவரலாறு--1 59. 

II 60. 

III 61. 

கிரேக்கநாட்டுவரலாறு-1 62. 

II 63. 

III 64.ஆக்ஸ்ஃபோர்டின்இந்தியவரலாறு-1 65, 

II 66. 

III 67.முகலாயப்பேரரசு-I 


தி.வெ.குப்புசாமி ஏ,உஸ்மான்ஷெரீப் அ.பாண்டுரங்கன் சைமன்ஐ.எஸ்.பாக்கியநாதன் 


8001 1500 800 500 5.00 600 725 750 700 7751 825 7|50 1050 


.. 


... 


iv . 


10. 


7 


50 


- 


68. 


IL 


பி.இராமாநுஜம்தேவதாஸ் தி.வெ.குப்புசாமி ஏ,உஸ்மான்ஷெரீப் க.த.திருநாவுக்கரசு ஏ.உஸ்மான்ஷெரீப், 

எம்,எக்ஸ்.மிராண்டா எம்.எக்ஸ்.மிராண்டா, 

பா.மாணிக்கவேலு வை.விருத்தகிரீசன் வை.விருத்தகிரீசன், இரா.அண்ணாமலை இரா.அண்ணாமலை, 

பா.மாணிக்கவேலு பா.மாணிக்கவேலு 


7 7 


75 50 


... 


... 


69. 70. 


ஆங்கிலஅரசியலமைப்பின்வரலாறு-) 

11 


6 


... 


75 


... 


71. 


III 


6 


50 


IV 


7 


72, 


00 


... 


. 


650 


73. 


ஆங்கிலேயரின்சமுதாயவரலாறு-1 

11 


6 


சி.ஈ.இராமச்சந்திரன் சி.7.ஈ.இராமச்சந்திரன், இர.ஆலாலசுந்தரம் ஆர்,ஆலாலசுந்தரம் பா.மாணிக்கவேலு ஏ.உஸ்மான்ஷெரீப் 


6 


ப 


1. 


75, 76. 


75 50 00 00 


5 


இந்தியாவில்முகலாயரின்ஆட்சி-1 

II 


6 


சம் 


. 


T 


அரசியல் *78.அரசியல்அமைப்புகள் *79.அரசாங்கத்தின்வரலாறு *80.இந்தியஅரசியலமைப்பு 81.அரசியலுக்குஓர்அறிமுகம் 82.தற்காலஅரசியல்அமைப்புகள் 88.பன்னாட்டுஅரசியல்-1 84. 

11 85.பொதுத்துறைஆட்சிஇயல்-1 86. 

II 87.பொதுத்துறைஆட்சியியலுக்குஓர்அறிமுகம்-1 88. 

II 89.இந்தியஅரசியலமைப்புத்திட்டம் 


ஜே.இராமச்சந்திரன் மோ.கிளாரன்சு,டி.டி.பெலிக்ஸ் வீ.கண்ணையா டி.செல்லப்பா மோ.வள்ளுவன்கிளாரன்சு திருமதிநூர்ஜஹான்பாவா 


- 


462 

50 475 850 850 1600 1325 900 725 750 750 


- 


வீ.கண்ணையா அ.ஜெகதீசன் வீ.கண்ணேயா டி.செல்லப்பா தி.வெ.குப்புசாமி, 

எஸ்.சுப்பிரமணியன் வீ.கண்ணையா வீ.கண்ணையா,கி.ர.அனுமந்தன் 


90. 91. 


இந்தியஆட்சிஅமைப்புமுறைவளர்ச்சி-1 

II 


925 625 575 


1 


27 


*மூலநூல்(OriginalBook) 


ரூ.பை 


71 


251 25 


4 


அரசியல்-(தொடர்ச்சி) 

92.இந்தியஆட்சிஅமைப்புமுறைவளர்ச்சி-IIIகி.ர.அனுமந்தன் 193.மக்கள்ஆட்சி 

க.சந்தானம் 94.1919முதல்சர்வதேசஉறவுகளும்உலக 

அரசியலும்-1...என்.ஜே.ராஜகோபால் 95.சமூக,அரசியல்கொள்கையின்அடிப்படைகள்மோ.வள்ளுவன்கிளாரன்சு 96.அரசியலமைப்புச்சட்டஆய்வுக்குஓர் 

அறிமுகம்-1... பா.சூரியநாராயணன் 97. 

II...பா.சூரியநாராயணன், 

கி.ர.அனுமந்தன் 98. 

TIIகி:ர.அனுமந்தன் 


7 7 


75 00 


5 


75 


40. 


600 575 


கி.ர.அப்புள்ளாச்சாரி 


- 


11. 


11 


101. 


சி.ந.வைத்தீஸ்வரன் தி.இரா.அரங்கராசன் 


11. 


10. 


உளவியல் 99.குழந்தைஉளவியல்-1 100. 

I உட்கவர்மனம் 102,இளையோர்உளவியல்-1 103. 

II 104.சமூகஉளவியல் 105.பிறழ்நிலைஉளவியல் 106.பித்தரின்உள்ளம் .107,குமரஉள்ளம் +108.உளநலவியல் 


8100 700 7|00 1200 900 925) 11001 3001 625 60 


என்.வேதமணிமானுவேல் அ.பெசன்ட்,கிரீப்பர்ராஜ் 


டாக்டர்மு.அறம் டாக்டர்தா.ஏ.சண்முகம் 


--- 


5 3 


தத்துவம் 109,இந்துசமயத்தத்துவம் 110.அறிவுஆராய்ச்சிஇயல் *111.மேலைநாட்டுத்தத்துவம் |12.அத்துவிததத்துவம் 113. 

ஆங்கிலேயப்பயன்வழிக்கொள்கையினர் 114.இந்தியத்தத்துவம்-! 


ஞா.ராஜாபகதூர் ஆர்.ராமானுஜாச்சாரி ஆர்.எஸ்.தேசிகன் கோ.மோ.காந்தி மோ,வள்ளுவன்கிளாரன்சு வ.அ.தேவசேனாபதி, 

பா.நா.சண்முகசுந்தரம் 


009 


59 50 50 50 50 


..1 


11.5. 116. 


50 100 00 


6 6 


11 


மெய்ப்பொருளியல்-ஓர்அறிமுகம்--1 


- 


சி.இராமலிங்கம் 


அறவியல் 


117.அறவியல்-ஓர்அறிமுகம் 


கோ.மோ.காந்தி 


850 


vii 


அளவையியல் 


118.அளவையியல்---தொடக்கநூல் 


கி,ர.அப்புள்ளாச்சாரி 


... 


250 


மானிடவியல் 


ம 


119,மானிடவியல் 120.-பண்பாட்டுக்கோலங்கள் 121.இந்தியாவில்குடியானவர்வாழ்க்கை 


சு.கோபாலகிருஷ்ணன் கி,பூ.சுப்பிரமணியம் எஸ்.இலட்சுமி 


4175 550 350 


சமூகவியல் 


122.சமூகவியலின்அடிப்படைக்கோட்பாடுகள் 

*மூலநூல்{OriginalBook) 


ஜே.நாராயணன் 


1.050 


ப 


கொ.சேக்ஷ.நரசிம்மன் 


104 


- 


1. 


. 


புவியியல் .123. 

ஆசியா- *124. 

II 4125.ஐரோப்பாக்கண்டத்தின்புவியியல் *126. 

தென்கிழக்குஆசியா -127. 

வடஅமெரிக்கா +128. 

தென்அமெரிக்கா 129. 

தென்கண்டங்கள்-ஆஸ்திரேலியா -130. 

-ஆஃப்ரிக்கா 
131,புவிப்புறவியல்-II *132.செய்முறைப்புவியியல் *133,மக்கட்பரப்பியல் 
*134. 

சமுத்திரவியல் 

காலநிலைஇயல்-I 
136.) 

II *137. 

காலநிலைஇயல்-1 *138. 

1 
139.வளியியலுக்குஓர்அறிமுகம் 
*140.புவிஅமைப்புஇயல் 
141.)பௌதிகப்புவியியலும்புவியமைப்பியலும் 
142,சிஷோமின்வாணிகப்புவியியல்-1 143. 

II 144. 

M 


ஏ.எஸ்.நாராயணன் ஜி.கிருஷ்ணமூர்த்தி குமாரிஇரா.அலமேலு 
எம்.என்.பத்மநாபன் திருமதிஎச்.நியூமன் எஸ்.முத்துக்கிருஷ்ணக்கரையாளர் நா,அனந்தபத்மநாபன் சு.ஜெயச்சந்திரன் வி.எஸ்.அனந்தபத்மநாபன் கோ.இராமசாமி கொ,சேஷ.நரசிம்மன் 


... 


950 875 850 850 650 9 00 300 
325 6 00 5. 50 475 650 1000 500 950 800 

5) 475 600 9.50 1200 575 


viii 


135. 


4. 


1. 


திருமதிஇராதா 


கோ.இராமசாமி 
சி.விஸ்வநாதன் கோ.இராமசாமி எஸ்.மாணிக்கம் 
எம்.கார்த்திகேயன் சி.எஸ்.நரசிம்மன் 


- 


.. 


சு.வைத்தியநாதன் கோ.சண்முகசுந்தரம் கே.ஆர்.இராஜகோபாலன் தி.வி.லட்சுமிநரசிம்மன் 


1075 1000 1400 550 


புள்ளியியல் 145.புள்ளியியல்-அறிமுகம் 146.புள்ளியியல்முறைகள்-1 147, 

11 148.நம்மைச்சுற்றியுள்ளபேரண்டம் உயர்கணிதம் *149.ஆயத்தொலைவடிவகணிதம் *150.வகைநுண்கணிதம் *151.தொகைநுண்கணிதம் 


17 


டி..கே.மாணிக்கவாசகம்பிள்ளை 


t 


425 

00 325 


தி.கோவிந்தராசன் 


விலங்கியல் 


1152. 


விலங்கியல் 


பெ.மா.அண்ணாமலை, 

இரா.முருகேசன் 


1200 


ix 


பௌதிகவியல் 153.ஒளிநூல் 


ச.சம்பத்து 


1000 


-1 


விஞ்ஞானம் *154.வானவெளிவெற்றி *155.ரேடியோ *156.எக்ஸ்-கதிர்கள் *157.பாம்புகள் *158.தாவரம்-வாழ்வும்வரலாறும் *159,கரும்பு .160.தாவரங்களின்வாழ்வியல் 

*மூலநூல்(OriginalBook) 


டாக்டர்எம்.ஏ.தங்கராஜ் டாக்டர்பி.திருஞானசம்பந்தம் பெ.நா,அப்புசாமி,ஜே.பி.மாணிக்கம் பெ.மா.அண்ணாமலை டாக்டர்கு.சீனிவாசன் கு.பெரியசாமி எஸ்.சுந்தரம் 


600 475 450 350 8(00 400 650 


ப 


ரூ 


பை 


மருத்துவம் *161.நீரிழிவு-க்ஷயரோகம் 


- 


162.மகப்பேறும்மாதர்நோயும் *163.பாக்டீரியா 164.புற்றுநோய் 165.உடலியங்கியல்-1 


டாக்டர்ஜி.வேங்கடசாசி, 

டாக்டர்ஏ.கதிரேசன் டாக்டர்(குமாரி)ந,மணிமேகலை சு.சுந்தரம் அ.கதிரேசன் டாக்டர்கள்ஜி.வேங்கடசாமி, டி.சரோஜினி,எஸ்,கே.துரைராஜ், ஆர்.சேது 


2150 825 250 350 675 


5 

50 725 


டாக்டர்அ.கதிரேசன் 


166. 

II 167.என்புருக்கிநோய் பொறியியல் 168,நீங்களேஉங்கள்வீட்டைக்கட்டலாம் 


.850 


கே.வி.கிருஷ்ணராஜ், சி.ஆர்.சுப்பிரமணியம், ஆர்.இராமசாமி,கே.வேணுகோபால் 


அ.வேல்மணி 


-- 


550 


எம்.சண்முகசுப்பிரமணியம் 


1000 


11. 


கூட்டுறவு 169,உலகக்கூட்டுறவுஇயக்கம் சட்டம் *170.குற்றவியல்சட்டம் பொதுநூல்கள் 171.மகாத்மாகாந்தி 172.விவசாயப்புரட்சி 173. 

சேமக்கை-நூல் -174.முற்காலச்சோழர்கலையும்சிற்பமும் 


சரஸ்வதிதங்கையன் வி.கார்த்திகேயன் ஆ.சுப்பிரமணியம் எஸ்.ஆர்.பாலசுப்பிரமணியம் 


325 800 250 9100 


-- 


-175. *176, 


4-50 6.25 


உணவும்ஊட்டமும் பள்ளிநிர்வாகஅமைப்பு-அடிப்படைக் கருத்துகள் 


தி.வேங்கடகிருஷ்ணய்யங்கார் எஸ்.சந்தானம்,எஸ்.ஏ.துரைசிங் 


புகுமுக(P.U.C.)வகுப்புகளுக்குரியவை 177, உலகவரலாறு 4178. 

பொருளாதாரம் 4179.வணிகவியலுக்குஓர்அறிமுகம்-1 4180. 

II 181.பௌதிகம் 


டி.ஆர்.இராமச்சந்திரன் ஜி.சிதம்பரம் கு.ஆளுடையபிள்ளை 


400 275 250 225 


டாக்டர்பி.திருஞானசம்பந்தம், 

ஆர்.நாகராஜன் டாக்டர்எம்.ஏ.தங்கராஜ் எஸ்.சம்பத் கே.ராஜகோபாலன் 


For - 


xi 


டி.கோவிந்தராஜன்,முத்துசாபி 


182. 

புகுமுகபௌதிகம் *183.பௌதிகம்-ஓர்அறிமுகம் -184, 

புகுமுகவகுப்புக்கணிதம்-1 185. 

II *186,புகுமுகவகுப்புக்கணிதநூல்-1 *187, 

II +188.கணிதம்-ஓர்அறிமுகம்--[ .189, 

II 11.901.வேதியியல் *191,புகுமுகவேதியியல் *192.விலங்கியல் 193.புகுமுகவிலங்கியல் -194,புகுமுகவகுப்புத்தாவரவியல், 

*மூலநூல்(OriginalBook) 


50 
600 

10 700 300 7100 450 475 325 700 550 400 725 400 


ஆர்.மகாதேவன் 


1. 


1. 


பி.டி.முனியப்பா,ஆர்.முத்துலட்சுபி சி.ஏ.பத்மநாபன் எஸ்.ஆப்ரகாம் பெ.மா.அண்ணாமலை எஸ்.சுந்தரம் 


பட்டப்படிப்பிற்குரிய(பி.எஸ்ஸி.)நூல்கள் (அடக்கவிலைப்பதிப்புகள்-கழிவுஇல்லை) 


ரூ.பை 


ஆர்.நாகராசன் 


.196. 


பௌதிகம்(Physics) *195.எந்திரவியல்சிறப்புப்பாடம்(BookI) 

II *197.வெப்பவியல்-சிறப்புப்பாடம் *198.செய்முறைபௌதிகம்-சிறப்புப்பாடம்(BookI). 


1. 


625 

50 525 


... 


கே.நாச்சிமுத்து டி..கமலக்கண்ணன், 

ஆர்,கிருட்டிணசாமி 


31 


-.. 


பி.தங்கராஜன் 


... 


ITX 


32 


31 


*199. 

| *200.பௌதிகம்-துணைப்பாடம்-I(BookI) *201. 

(BookII) *202.செய்முறைபௌதிகம்-துணைப்பாடம் *203.மின்னியல்காந்தவியல்-சிறப்புப்பாடம்(Book|) +204, 

II 1205. 

III *206.ஒளியியல்-சிறப்புப்பாடம் 


--- 


4)50 325 400 300 4|50 475 450) 425 


கே.பாசுகரன்,இரா.செயராம், டி.ஏ.கருப்பண்ணன் 


11 


. 


டாக்டர்வி.சண்முகசுந்தரம், 

டாக்டர்ஆர்,சபேசன் 


775 


கா.வே.சுப்பிரமணியன் 


600 


*207.பௌதிகம்-துணைப்பாடம்(பகுதி2) 

(முதல்புத்தகம்) .208.பௌதிகம்-துணைப்பாடம்(பகுதி2) 

(இரண்டாம்புத்தகம்) *209.பொதுபௌதிகம்-சிறப்புப்பாடம் 


450 450 


கே.பி.கந்தசாமி 


- 


* 


*210.இன்றையபௌதிகம்-சிறப்புப்பாடம் *211.ஒலிநூல்-சிறப்புப்பாடம் 


எம்.ஏ.தங்கராஜ் டி.முருகையன் 


675 500 


டாக்டர்முத்துக்குமாரசுவாமி டி.இராமலிங்கம் டி.சக்திவேலு 


1. 


.. 


சி.ஏ.பத்மநாபன் பி,டி.முனியப்பா 


200 225 400 350 650 4)001 425 475 450 375 


13 


xiii 


வேதியியல் *212.செய்முறைகனிமவேதியியல்-துணைப்பாடம் *213.செய்முறைக்கனிமவேதியியல்-சிறப்புப்பாடம்... *214.பௌதிகவேதியியல்-சிறப்புப்பாடம்(BookI) *215. 

11 *216)கனிமவேதியியல்-துணைப்பாடம் *217/கனிமவேதியியல்-சிறப்புப்பாடம்(Book1) *218. 

II *219. 

பொதுபௌதிகவேதியியல்-துணைப்பாடம் *220.அறிமுறைவேதியியல்-சிறப்புப்பாடம்--[ *221. 

1 *222செய்முறைக்கரிமவேதியியல்-சிறப்புப் 

பாடம் *223.அங்ககவேதியியல்-துணைப்பாடம் *224. 

அங்ககவேதியியல்-1 *225.கரிமவேதியியல்-பகுதி-1(2-ம்புத்தகம்) 
*226. 

(3-ம்புத்தகம்) *227. 

கரிமவேதியியல்-பகுதி-1(1-ம்புத்தகம்) *228.) 

(2-ம்புத்தகம்) 


1. 


ஆர்.துளசிதாஸ் ஓ.ஆர்.சூரியநாராயணன் 


. 


... 


என்.ஆறுமுகம் பிஎல்இராமசாமி எம்.ஆட்கொண்டான் கி.கண்ணபிரான் 


3|50 500 3100 

75) 325 575 600 


-- 


மூலநூல்(OriginalBook) 


கணிதம்(Mathelnatics) 


ரூ.பை 


டி.கோவிந்தராஜன்கே.முத்துசா 


... 


ஆர்.மகாதேவன் எம்.எம்.இராமசாமி வி.அரங்கநாதன் ஆர்,அனுமந்தராவ் கே.இராஜகோபாலன் 


*229.இயற்கணிதம்-சிறப்புப்பாடம்(BookI) *230. *231.தொகுமுறைவரைகணிதம்-சிறப்புப்பாடம் +232.எண்சார்கணிதம்-சிறப்புப்பாடம் +233.திரிகோணகணிதம்-சிறப்புப்பாடம் *234.கணிதம்-துணைப்பாடம் 1235.நிலையியல்-சிறப்புப்பாடம் +236.முப்பரிமாணப்பகுமுறைவடிவகணிதம் 

-சிறப்புப்பாடம் +237.வெக்டர்கணிதமும்அதன்பயன்பாடுகளும் 

---சிறப்புப்பாடம். *238,கணிதம்-துணைப்பாடம்-பகுதி2 *239.வானியல்--சிறப்புப்பாடம்-முதல்புத்தகம் 


425 325 200 550 3.25 600 500 


- 


- 


.. 


- 


கே.சிவசுப்பிரமணியன் 


2 


75 


... 


2 


... 


00 75 


5 


ஆர்.மகாதேவன் ஆர்.அய்யாசாமி தி.கோவிந்தராசன், 

கொ.முத்துசாமி 


550 375 


1. 


. 


0240. *241. 


வானியல் 

--இரண்டாம்புத்தகம் இயக்கவியல்-சிறப்புப்பாடம் 


ஆர்மகாதேவன்,கே,சிவசுப்பிர 

மணியம்,பி.ஆர்,சுப்பிரமணியம் 


00 


புள்ளியியல்(Statistics) +242,புள்ளியியல்-துணைப்பாடம் 


எஸ்.கருப்பையா 


--- 


350 


100 


ஆர்.முருகேசன் திருமதிஎஸ்.கே.வள்ளி 


5 5 


00 00 


திருமதிராணிகந்தசுவாமி 


PR. 


11 


விலங்கியல்(Zoology) *243. 

முதுகெலும்பற்றவை---சிறப்புப்பாடம் *244. 

||--சிறப்புப்பாடம் *245. முதுகுநாணுள்ளவைI-சிறப்புப்பாடம் 

(Book1) *246. 

I 

(BookII) *247. முதுகுதண்டுள்ளவை-11-சிறப்புப்பாடம் *248.முதுகெலும்பிகளதுகருவியல்-சிறப்புப்பாடம் *249.முதுகெலும்பற்றவை-துணைப்பாடம் *250.முதுகுநாணுள்ளவை--துணைப்பாடம் *251.செல்லியல்--சிறப்புப்பாடம் *252.மரபியல்-சிறப்புப்பாடம் #*253.சூழ்நிலையியல்-உடற்செயலியல் 

சிறப்புப்பாடம்-1 *254.சூழ்நிலையியல்-உடற்செயலியல் *255.பரிணாமம் 


00 975 1175 900 900 600 550 525 


... 


திருமதிகிருஷ்ணவேணிநாராயணன் எஸ்.ஆப்ரகாம் என்.இராமலிங்கம் 
வி.சேது என்.இராமலிங்கம் பெ.மா.அண்ணாமலை 


... 


XV 


டி.ஆர்.கிருஷ்ணன் 


475 650 625 


எஸ்,ஆப்ரகாம் 


தாவரவியல்(Botany) *256.தாவரவெளிஉள்ளமைப்பியல்களும் 

வகைப்பாட்டியலும்---சிறப்புப்பாடம் *257.தாவரப்புறஅமைப்பியல்-சிறப்புப்பாடம் *258.)தாவரஉள்ளமைப்பியல்-சிறப்புப்பாடம் 


... 


கே.இராஜசேகரன் கே.பாலச்சந்திரகணேசன் டாக்டர்ஏ.கோவிந்தராஜுலு 


1100 925 725 


P 


*மூலநூல்(OriginalBook) 


ரூ.பை 


- 


எஸ்.சுந்தரம் பா.இராசாராம் 


950 450 


கே,பெரியசாமி 


400 


11 


கே.ஆர்.பாலசந்திரகணேசன் 


... 


8 


தாவரவியல்-(தொடர்ச்சி) *259.தாவரங்களின்வாழ்க்கை-சிறப்புப்பாடம் 
*260. 

தாவரவியல்-துணைப்பாடம் *261.தாவரச்சூழ்நிலையியல்,மரபியல்,உயிர்மரூஉ 

இயல்,இயங்கியல்-துணைப்பாடம் *262,சூழ்நிலையியல்,பரிணாமம்,மரபியல் 

சிறப்புப்பாடம் 1263.டெரிடோஃபைட்டா,ஜிம்னோஸ்பெர்மே- 

சிறப்புப்பாடம் *264.தாலோபைட்டா(பாசிகளும்பூஞ்சைகளும்) 

--சிறப்புப்பாடம் 1265.தாவரவகைப்பாட்டியல்--சிறப்புப்பாடம் 
4266. 

பிரையோஃபைட்டா-சிறப்புப்பாடம் *மூலநால்(OriginalBook) 


25 


கே.இராஜசேகரன் 


...1025) 


9 


00 


டாக்டர்வே.சோ.சுந்தரலிங்கம் ஆ.சம்பத்குமார் கே.இராஜசேகரன் 


10501. 600 


